9. Analiticke metode
za pribliZzno rjesavanje obicnih
diferencijalnih jednadzbi

9.1. Uvod

Rjesavanje diferencijalnih jednadzbi je problem koji se cesto javlja u raznim
primjenama. Dok je nekim diferencijalnim jednadzbama rjesenje moguce toéno ek-
splicitno izraziti, daleko su brojnije one diferencijalne jednadzbe za koje ne mozemo
dobiti to¢no rjesenje. Stoga za takve diferencijalne jednadzbe trazimo priblizno
rjesenje.

Promatrajmo za pocetak diferencijalnu jednadzbu prvog reda

y' = f(z,y). (9-1)
Osnovni problem vezan za (9.1) je rjesenje Cauchyjevog problema tj. treba odrediti
rjesenje diferencijalne jednadzbe (9.1) koje zadovoljava dani pocetni uvjet y = yo
za x = xg. Drugim rije¢ima treba nadi integralnu krivulju koja prolazi zadanom
tockom Mo(llj'o, yo)

9.2. Taylorova metoda

Taylorova metoda spada u grupu pribliznih metoda za rjesavanje Cauchyjevog
problema (9.1), koji daje rjesenje u analitickom obliku.

Taylorov razvoj funkcije y(x) u tocki xq je

y(x) = y(wo) + (z — z0)y'(wo) + 21!(% —20)*y"(wo) + -+ (9.2)

Koristeéi zadani pocetni uvjet mozemo izracunati potrebne derivacije @ (zo) (i =
1,2,...). Naime, imamo redom

y(xo) = Yo,
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y'(x0) = f(xo,Y0),
y"(w0) = [8ij of

af(x(b yo)
or Y ay

= o + f(x0,%0)

8f(%, yo)

itd
oy '

‘| T=Z0,Y=Yo

Primjer 9.1. Za problem y' = z* +y?, y(0) = 1, sukcesivnim deriviranjem dobi-
vamo
y =2+ Yo = x5 +ys=1,
y' =2z +2yy, Yo = 270+ 2yoyp = 2,
v =24 290" + 207,y = 2+ 2u0u0 + 205 = 8,
y " !, 0

v 2yy’”+6y’y”, y(i]v — 2y0y0 +6y0y0 = 28,

gdje je y =yt

~

(zg). Uvrstavanjem u (9.2) imamo

2 3 4

B T x B o 44 T,
y(a) =14z 425 +85 + 28+ = l+ota’+ o2+ a4

9.3. Metoda neodredenih koeficijenata

Za razliku od Taylorove metode, ovdje rjesenje problema (9.1) trazimo u obliku
y(x) :CLQ+a1($—l’o)+a2(1’—1’0)2+"', (93)
gdje nepoznate koeficijente a; (k= 0,1,...) odredujemo iz (9.1) i zadanog pocetnog
uvjeta. Ocito je da je ag = yo.
Primjer 9.2. Metodom neodredenih koeficijenata rjesimo Primjer 9.1.. Kako je
2o =0 1y =1 smamo

y(r) =1 + ayx + agr? + asx® +agxt + - -

Y () = a1 + 2a07 + 3asz® + dagr® + - -,

pa uvrstavanjem u jedndzbu dobivamo

ay + 2a0x + 3azx® + 4agx® + - = 2 + (1 4+ ayx + apx® + aza® + agat + - )2
t.
(ay — 1) + (2a3 — 2a1)x + (3as — 1 — 2ay — a?)x* + (day — 2a3 — 2a1a9)x> +--- = 0.
Iz zadnje jednakosti slijedi

ap=1 a=a=1, ag= ;(1 + 2ay + af) = ;l, ay = i(?ag +2a1a9) = g, itd.
Dakle,

4 7
y(z)=1+x+x2+§z3+6x4+---
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9.4. Picardova metoda (metoda sukcesivne aproksi-
macije)

Podimo od gore opisanog Cauchyjevog problema

y/ = f(x,y), y(l’o) = Yo (94>

Potrazit ¢emo rjesenje za x > zp, dok je za x < xy situacija potpuno analogna.
Integracijom lijeve i desne strane od (9.4) u granicama od zy do x dobivamo

y(@) — y(ao) = [ flo.y(@)da

ili iz pocetnog uvjeta
y(@) = yo+ [ flo,yla)lde. (9.5)
x0

Kako se trazena funkcija  — y(z) nalazi pod znakom integrala to je (9.5) integralna
jednadzba ¢ije rjesenje ocigledno zadovoljava promatrani Cauchyjev problem (9.4).

Picardova se metoda sada sastoji u sljede¢em. U (9.5) zamijenimo nepoznanicu
y sa zadanom vrijednoséu 1y na koji na¢in postizemo prvu aproksimaciju koja glasi

(@) = yo+ [ f(@, yo)da. (9.6)

Ako postupak ponovimo, tj. ako u (9.5) uvrstimo nadenu aproksimaciju (9.6) dobi-
vamo drugo aproksimaciju

Yo () = yo + / Fl, y1 ()] da. (9.7)

Nastavivsi postupak sa novodobivenom aproksimacijom imamo induktivno sljede¢u
formulu za n-tu aproksimaciju

Yn(x) = Yo +/f[:r,yn_1(a7)]dx, n=12... (9.8)

U dokazu Picardovog teorema se pokazuje da na nekom segmentu [z, o + hl
niz (9.8) konvergira funkciji
y(z) = lim y,(x) (9.9)

n—oo

koja predstavlja jedinstveno rjesenje Cauchyjevog problema (9.4). Taj dokaz
izostavljamo i prihvacamo rezultat kao poznat.
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Primjer 9.3. Picardovom metodom u tri koraka priblizno rijesite diferencijalnu jed-
nadzbu y' = e~* — y za pocetne uvjete xy = 0, yo = 0. Izracunajte pravu gresku u
tocki x = 0.2.

Rjesenje. Kako je yo = 0 imamo

Analogno

yo(x) /(e‘x +e P —1)de =—-2¢"+2—ux,
0

2

(e 42" —24z)dr=—-3e"+3 -2+ x—,

y3() 9

I
o

pa je y3(0.2) = 0.16381.

Da bi odredili to¢nu vrijednost funkcije u tocki = 0.2 prvo moramo rijesiti
diferencijalnu jednadzbu. To je linearna diferencijalna jednadzba pa iz ¢y +y = 0
imamo y = C(x)e ™, to daje y = C'(z)e ™ — C(z)e ™ pa kad to uvrstimo u
jednadzbu y' + y = e~ ® dobivamo y = (x + C)e™*. Iz pocetnog uvjeta y(0) = 0
dobivamo C' = 0 pa je rjesenje diferencijalne jednadzbe y(x) = ze~*. Prava je greska
sada:

l%(0.2) — y3(0.2)| =10.16375 — 0.16381| = 0.6 - 10~*.

Programska realizacija

n=3;x0=0;y0=0; f[x ,y ] :=e*-y; yp=y0;
For[i:l, i<n,i=1i+1,
X

{yr =y0 + J f[x, yp] dx, Print[yr], yp = yr}]
x0

Slika 9.1.

Zadaci za vjezbu

1. Picardovom metodom nadite priblizno rjesenje diferencijalne jednadzbe vy =
1 502 2 1‘3
r—y, y0)=1 (rj. y(x) =1—a+ %, plr)=1-2+2° - %)



