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1 Neodredeni integral

1.1 Pojam neodredenog integrala

Definicija 1 Za funkciju F : (a,b) — R kaZemo da je primitivna funkcija
(antiderivacija) funkcije f : (a,b) — R ako je F'(x) = f(x) za svaki x €
(a,b).

Primjer 1 1. Neka je f(z) = 2®. Provjerite da su Fi(x) = 12*, Fy(z) =
ilA +1, F3(x) = %x‘l + /7 primitivne funkcije funkcije f.

2. Neka je f(x) = <. PokaZite da je funkcija F(x) =1In(Clz|) primitivna
funkcija funkcije f za svaki C' > 0.

3. Pokazite da je funkcija F(x) = \/Liarctg <tg75> primitivna funkcija

funkcije f(x) = m zax#5+kr kel
Teorem 1 Neka su F,G : (a,b) — R dvije primitivne funkcije funkcije

fi{a,b) = R, tj. F'(x) = G'(z) = f(x) za svaki x € (a,b). Tada postoji
konstanta C € R tako da je G(x) = F(z) + C za svaki x € (a,b).

Rjesenje: Slijedi iz Lagrangeovog teorema srednje vrijednosti primjenjenog

na funkciju H(z) = G(x) — F(z).

Definicija 2 Skup svih primitivnih funkcija funkcije f zovemo neodredenim
integralom i oznacavamo sa (v. Teorem 1):

/f(x)dx — Flz) +C,

pri ¢emu je F bilo koja primitivna funkcija funkcije f. KaZemo da je f(x)
podintegralna funkcija, f(x)dx podintegralni izraz, x varijabla integracije i C
konstanta integracije.

Zadatak 1 Odredite neodredene integrale a) [ 2° dz b) [ \d/—:’% ¢) [ sin (3z)dz.

Rjesenje:  Deriviranjem desne strane jednakosti lako se provjeri da je
a) [a%de =12"+C.b) [ % =2z +C. ¢) [sin(3z)de = —3 cos (3x) 4 C.

Zadatak 2 Odredite neodredene integrale
a) [ dx b) [T da c)f;l—j_”2 d)f7gf3.




Rjesenje:

1 1
a) /63’” dr = = /egm d(3z) = =€’ + C
3 3
1 1
b) /65x+2 dI _ 5 /6595—1—2 d(5$ + 2) _ 56531:—&-2 + C

1 1
c) /x—l—de /x+2d(:1:—|- J=Inlz+2|+C

1 1 1 1
d dr = - ATz —3) = —In |7z —
) /7x—3 x 7/7x—3 (Tx — 3) 7n|7:c 3+ C

1.2 Osnovna svojstva neodredenog integrala. Neposredna
integracija

Osnovna svojstva neodredenog integrala su:

1. d [ f(x)dz = f(x)dz < ([ f(z)dz) = f(z)

pr. dflnxdx = lnzdzx.

2. [dF(z)=F(z)+C & [F'(z)dx = F(z)+ C
d(sinz) =sinz + C

3. [kf(x)de =k [ f(z)dr, kR
pr. [2dz =3 dm—3ln\x|+C’

4. [(fi(x) + folz))de = [ fi(z)dz + [ fo(z)
pr. [(a®+2°—1 d:p—fa::gdw—i—f?dx—fdx:%—i—%—quC’

/ F(6(2))(z) do = F(é(x)) + C (1)

pri ¢emu je F'(x) =

Metoda neposredne integracije sastoji se u tome da koriStenjem gornjih os-
novnih svojstava neodredenog integrala neke neodredene integrale svedemo
na tabli¢ne.

Zadatak 3
(1—x)? / dx 2 2
- 9 -~ 4Tt .
/ T dx o x\/_dib'—i- \/_ 7 Vit gu/itC



Zadatak 4
x> —3x+5

20 — 3 do — t =
2 —3r 450 dt = (2z — 3)dx
Je li potrebna apsolutna vrijednost?

Zadatak 5

cosT _ft=1+4sinz | [dt 1 B
/(1+sinx)3dx_{ dt = cos xdx }—/t—?)——@—i-C—

Zadatak 6 (DZ)

COSs 2% sin?
2—2d513 =
sin“ x cos? x

2(1 + sin x)?

cos? in®
ﬁdm I N
sin? x cos? z sin? z cos? z

dt
}:/ " = In|t|+C = In|2*—32+5|+C.

1
+C.

dx

dz dx
= 5 — = —ctgr —tga + C.
sin” cos? x

x? dx 24+1-1
/1+$2:/ 1+$2 dx_/dx_/l_i_xz—l'—arCtgl'—Fc

Zadatak 7

Zadatak 8

Zadatak 9 (DZ)

x’ t=a? dt 1 1 ,
/1 Tt { dt = 32%dx } - /m = g arctgt+C = sarctg(z

Zadatak 10

de 1 daz VB d(if)) . N
/5+x25/m?/ﬁﬁaﬁg%+a

)+C.

1 t=2-—3z
2—3x _ 2-3z [ _ — _ o
/5 = /5 ( 3d(2 3$)) B { dt = —3dx }

1 5t 5273x
=—— [ 5ldt = —=-— S —
3/ 3Inb 3 Inb
Zadatak 11
/o 3 t =2+ 22 a 12
2 = — —_ = — .= — —
/Jj 2+xdx_{dt:2a:da:}_/\/¥2 23t\/¥+0



Zadatak 12

arcsinx + 1’ arcsin zdx

zdz
_l’_
Vi-2? V1—a? /\/1—x2
1 1
= /arcsinxdarcsinx—i/(1—x2)_5d(1—x2) = §arcsin2x—\/1 —224C.

Zadatak 13
/ dv / dx _/ dx _/d(tg%)
sin 2sin § cos 3 2tg 5 cos? 5 tg 5
T x
= [d(mltg3]) =m|we|+C
/ n tg2 n g2 +

Zadatak 14 (DZ ) Analogm'm tmnsformacijam kao u prethodnom zadatku
od'redzte (l) f cosx b) f 1+smx C) f 1+cosx

1.3 Metoda supstitucije

Koristenjem formule za derivaciju kompozicije funkcija i formule za derivaciju
inverzne funkcije dobije se:

Jrierae={ = G § = [ 60

Ili preciznije: Ako je F'(t) primitivna funkcija funkcije f(p(t))¢'(t), onda je
F(¢~!(x)) primitivna funkcija funkeije f(x), odnosno [ f(z)dx = F(o™(z))+
C pri cemu je F'(t) = f(o(t))#'(t).

Napomena: Usporedi formulu u metodi supstitucije sa (1) u osnovnim svo-
jstvima neodredenog integrala.

Zadatak 15 Rijesite | Ncll—iT supstitucijom a) & = 1 b) x = tgt.

Rjesenge:
[ P B by e
TV do = % 1+ Vi+it?
1 1
=—1H<t+\/1+t2>+C:—ln<—+\/1+—2)+C’.
x x

r=1tgt=1t=arctgx }_/ s

dx
/$\/1+x2 _{ de = 20 tgt/1+tg?t




arctg x

+C.

ﬂ_/d(tg%)

sint tg %

t
—ln‘tg§’+0—ln‘tg

d
Usporedite oblike primitivnih funkcija u prethodnom zadatku pod a) i b). S
obzirom na Teorem 1 Sto zakljucujete?

Zadatak 16 Rijesite koristenjem trig. supstitucije oblika © = asint a)

J V2 —a?dz b) (DZ) [ V5 — 2?dx.

Rjesenje:

/\/2—:1:2(1:1::{ :v—\/_s1nt:>t—arcsm } /\/2—281H V2 cost dt

dx = /2 cos tdt

1
:2/cosztdt:/(1+cos2t)dt:t+§sin2t+0

= t+sinty/ 1 — sin® t)+C = arcsin —+7 5
5sint =t =
/\/5 — 122dp = { = V/5sin arcsm } / V5 — 5sin? +V/5 cost dt

+C = arcsin 7—1— :L'\/2 — x24C.

dx = /5 cos tdt

1 % 5 1
:5/c0s2tdt:5/+c%dt:§(t+§sin2t) L C

5 5 x x| T2
= —(t+sintV1—sin’t)+ C = = [ arcsin — + —4/1 — = | + C.
2( ) 2( NGRS 5)

1.4 Metoda parcijalne integracije

Integrirajuéi formulu za deriviranje produkta funkcija dobije se formula par-
cijalne integracije izrazena u sljede¢em teoremu.

Teorem 2 Neka su f i g neprekidno derivabilne na (a,b). Tada vrijedi
sljedeca jednakost neodredenih integrala

/ f(@)d (@)da = f(z)gx) - / o) (2)de.



Pokrata: U primjeni formula parcijalne integracije se najcesée zapisuje u
diferencijalnom obliku:
/udv :uv—/vdu.

ax

e
OBLICI: [ P,(x){ sinaxr du.
cos Bz

Zadatak 17 Odredite a) [ xsin(rx)dz b) [ x?e *dx.
Rjesenje:

) [ wsin (rade = Cropde 0
a TSI\ )AT — dv:Sin(ﬂ'm)dmj’U:—%COS(ﬂ'x)

1 1 1 1
= ——xcos(mx) + — /cos (mx)dr = ——xcos (mx) + —; sin (mz) + C.
™ m m 7T

2
9 3w, u=1x"= du=2xdx Ly e 2 .
b) /xe dx_{dv:e_3xdx:>v:—%e_3x =—gee —|—3 xe *dx
2
3

- u=1x = du=dx I ST 1 5, 1 3y
_{dv:e?"”dm:v:—%e‘”}__?)xe + |:337€ +3 e "dx

1 2 2 1 2 2
— —51’2673% o 5%6731 o 2_7673:13 + C — _gef?m |:I‘2 + gm + §:| + C
g
Zadatak 18 (DZ) Odredite [ “=325dx (... = —4(82% — 20z + 35)e~** + C).
In (ax)
OBLICI: [ P,(x)] arcsin(azx)  dx.
arctg (Oz)

Zadatak 19 Odredite a) [ xIn2zdx b) [ arcsinadz.



Rjesenje:

fu=h2z)=>du=% a? 1 1, x?
a)/xln(Zx)dx—{ dvzxdmévz% }—?ln(%:)—é/xdx—éx 1n(2x)—Z+C.

dzx

i u = arcsinr = du = 2= )
b) arcsin xdzr = Vi—z? b = g arcsinx—
dv=dr=v=u1x

/ xdx

V1—2a?
1

= rarcsinz + 5/(1 — 1‘2)_%(1(1 —2%) = zarcsinz + V1 — 22 + C.

O
> CIKLICKA’’ PARCIJALNA INTEGRACIJA
Zadatak 20 Koristeci ciklicku integraciju odredite
a) [Va?—1dz b) [Va?+1de ¢) [V1—2a?dz.
Rjesenge:
) I /\/x2 1dz x2 — 1 dx / v dx / ! dx
Qa prng — et _— = B — — e
va?—1 Va?—1 Va?—1

_ zdxr
= o = d(:p1271 (z2-1)1/2
du = dx —2f\/x2 =3 r— = x?—1

= .CE\/:B2—1—/\/:U2—1d:v—ln]x+\/$2—1|
= 2 = zval—-1—-Inlz+vVa2-1/+C

1 1
I = §x\/x2—1—§ln|x+\/m2—1|+0

241 x? 1
by I = V2 +1ldx = —dl’:/—dl’—l—/—dl‘
) / vz +1 V2 +1 Vaz+1

uU=2x dv = ‘?2’"31
- {du:dm —QId&%— 1:2+1}
= mﬁ—/ﬁdastln(x—i-M)
= 2] = mW—l—ln(w—{—\/r)—l—C
I = —x\/T+ ln(x+\/iv27)+(]

1 — 2 1 x2
c) I = \/1—x2dx:/—dx:/—dx—/—dx+
) / V1—a22 V1—22 V1—22

10



_ ___ xdx
_ U=2x dv—@l ]
du=dz v=—3] Ur) — _1—22
= arcsinx — (—x\/l—x2+/\/1—x2 d:v)

= 2] = arcsinz+zvV1—22+C
1 1
I = §x\/ 1—22+ 3 arcsinz + C

NAPOMENA: zadatak pod c) najbolje je rijesiti metodom iz Zadatka 16 O

Zadatak 21 (DZ) Odredite a) [ " sinzdx b) [ =2

Rjesenje:

) u = sinx = du = cos zdx )
a) I = [ e’ sinxdr = . - =e"sinz— [ e* coszdx
dv=¢e"dr=v=c¢

_Ju=cosw=du=—sinwdr | _ e’sinx e*cosx + | €¥sinxdx
- dv = e*dr = v =¢€* o
= ¢” [sinx — cosz] — I.

se”(sinz — cosz) + C.

Dobije se I = e*(sinz — cosx) — I, §to daje [ =
B ridr rdr u=z=du=dr
I Vire J Ve \dv= e s e=Vita?
1+ a?
=aV1+ 22— /\/1+x2d:13—x\/1+m2 /
N
dobije se I = 2v/1+4 22 —In(z + V1 + 22) — I, §to daje I = (zv1+ 2% —
In(z+V1+22))+C. a0

2 Odredeni integral

2.1 Osnovni pojmovi

Neka je f : [a,b] — R ogranicena funkcija. Subdivizija D intervala [a,b] je
konacan niz tocaka xg,x1,...,x, takoda je D...a =20 <21 < --- < xi_1 <
x;--+ < x, = b. Neka su dane medutocke z; € [r;_1,2;], i = 1,...n. Za
navedene podatke definira se integralna (Riemannova) suma sa:

= Z (@) (2 — wi-1).

11



Definicija 3 Fja f je integrabilna na [a,b] ako postoji

n

m(lg)ﬂﬂo S(D) = m(lll)l)nﬂo > F@) (@i — i)

=

pri cemu je ocica subdivizije m(D) definirana sa m(D) = max{z; — x;_1;1 =
1,...n}.
U tom slucaju navedeni limes oznacavamo sa f: f(z)dx.

Zadatak 22 (DZ) Izracunajte pribliznu vrijednost od fol % koristeci ek-
vidistantnu subdiviziju sa n = 4.

Rjesenje:

/0 1 jl—xe ~ Z (@) (zi — xi1)

! ! + ! + ! ) =2 7202
CANTH (/42 1+ (1/2)2 T 14+ (3/4)2 T 1+12) 3400 '

Usporedite sa pravom vrijednoséu /4. a

Zadatak 23 (DZ) Po definiciji odredenog integrala izracunagte fol r?dz.

Rjesenje: Koristimo ekvidistantnu subdiviziju intervala [0, 1] i za medutocke
biramo desne rubove podintervala (Z; = x;). Imamo:

1 n LN\ 2
25 1 i\"1 1 9 . Iam+1)2n+1) 1
/Oxdx—éljlso;(g) =) =l T =

0

2.2 Newton-Leibnizova formula

Osnovna formula odredenog integrala je Newton-Leibnizova formula koja
predstavlja analiticki izraz kojim se uspostavlja veza izmedu odredenog in-
tegrala i primitivne funkcije, tj.

Teorem 3 Ako je funkcija f(z) integrabilna na intervalu [a,b] © ima na tom
intervalu primitivnu funkciju F(z), tj. F'(z) = f(z), tada je vrijednost
odredenog integrala jednaka razlici vrijednosti primitivne funkcije za gornju
i donju granicu integrala, tj.

b
/ f(x)dx = F(b) — F(a).

12



Zadatak 24

Zadatak 25
/2 dz 1 ; T |2 1 to1 1 ta(—1) 1 1 ( 7T> T
= —arctg —| = —arc — —arctg(—-1l)==——=(—=) = —
a2t 4 2MOBg| L, T e T oA 22 2\ 1) 74
Zadatak 26
3 /4 3 /4 3 9 9
/ sin zdx = —cos :—cos—ﬂ+cosz:£+0:£
w/2 w/2 4 2 2 2
Zadatak 27

/\/Fdx—/\/ﬁdﬁza) —(x+3)3/2

5

(8\/_ 5\/5)=§(16\/_—5\/§)

Zadatak 28
/1 dx _/1 dz _1/ /d(%
0o 2+2x+4  Jy (z+1)2+3 3, (f +1 "3 (T5)2+1
—iarct x——i_ll—i<arct i—arct 1)——(arct __Z)
BT A LT B\ TR T B\ T 6
Zadatak 29

2 9 1 29 _ 2 2

/ i d:z:':/ Md:c:2/ da:’—5/ dx

_ $+3 _9 x+3 _9 _21""3
—2$‘ 2—5ln|x+3|‘ 22— (~2)) = 5(In5—In1) =8 — 5In5
Zadatak 30

1007

1007 27
V1 —cos2xdr = / V 2sin? vdr = 50\/5/ | sin z|dx
0

0

T 2 27
= 50\/5/ sin xdx — 50\/5/ sin zdr = —50v/2 cos a:) +50V/2 cosac = 200V/2
0 T

13



2.3 Supstitucija u odredenom integralu

Jednostavna posljedica Newton-Leibnizove formule i formule za derivaciju
kompozicije funkcija je sljedec¢i teorem koji daje uvjete za supstituciju u
odredenom integralu.

Teorem 4 Neka je f : [a,b] — R neprekidna funkcija i neka je ¢ : [a, 5] —
R funkcija sa neprekidnom prvom derivacijom tako da je p(a) = a i p(f) =

b. Tada je , 5
/ f(x)d = / Fo(6)g (D)t

T de ft=tgf HF)=V3 H0)=0] _
o H+dcosw dx = 2d‘t:>cosyc—1t2 B

t2

Zadatak 31

Vs 2 V3t 1 L3 2
— s =2 ;=2 -5-arctg| =
0 5‘}‘4@ 0 9+t 3 0 3

Zadatak 32 (predavanja)
1007 2T U /
d d =1 — d
/ _x_50./ _dr _[al=aom _50./_1‘
0 4+ cosw o 4+cosw rT=2 +T7 .4 —cosa’
™ dz’ _ z! oo 2dt
- 100/ S ={ =les e } = 100-/ S
g 4—cosx de’ = 55 04—

1-+¢2
o 2dt o 2dt < dt
=100 - =100 [ —— =40
/0 44412 — 1 42 /0 3 + 5t /0 + 2

3
5
5 V5 V15 7w 20
=404/ -arct ‘ =40—==-5=7VI5
\/; arctg — 5 3 ™
Zadatak 33
1
/ /12 L= Cost / \/ coth Lgint dt /§ sinztdt
sint dt cost COSQt B 0 COS2t

“cos2t

dx

31—cost 5 3
:/ —— / th—/ dt:tgt‘5
0 cos=1 Cos 0 0

14
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3 T
_t — -
0 \/_ 3




2.nacin

/ \/7

/—’H
&R

r=1=t=1 1/2 __1_
r=2 =>t=1/2 1
_/ \/1—152 {t—smy t=1/2 :>y:7r/6}

/2

dt =cosydy t=1=y=mn/2

:/“/2 1_Smycosydy://cos yd _/”/21 sin? yd
/6 sin?y /6 SIn"y /6 sin®y
/2 d w/2
Y
=/ —3 —/ dy = —ctgy
/6 S Y w/6
Zadatak 34
1- 2 — 1—t St —¢?
/ L=V, { v=a 10 } /—Qtdt—Z/ dt
4 1-|-\/_ 2tdt = dx t 5 14+t

w/2

71'/6_y

w/2

— V3

o X fotgr T T
/6 By T 79T

s
3

3 3 3 2
:—2-/tdt+4-/ BTN S S +4t
2 9 5 141 212
3
= —9+4+12-8—4lnl4[+ 43| = —1+4In "
Zadatak 35 (DZ)
! T
/ arcsinz dv = (vidi Zad.]gb):...:§—1
0
Zadatak 36 (DZ)
/lnxdx:...:1+e2
1
Zadatak 37 (DZ)
2
1
/\/1+x2dx:(m'diZad.?Ob):...:\/5+§ln(2+\/5)
0

3
1
/ Va2 — 1 dx = (vidi Zad.20a) = ... = 3v/2 — §ln(3—|—2\/§)
1

15



2.4 Parcijalna integracija u odredenom integralu

Kako je f(x)g(z) primitivna funkcija funkcije f(z)g'(z)+f'(x)g(z) to koristenjem
Newton-Leibnizove formule slijedi sljedeé¢i teorem.

Teorem 5 Neka su f,g : [a,b] — R funkcije sa neprekidnom prvom derivaci-
jom. Tada je

[ #a)g @ = 10190 - f@)gta) - [ gta)f @)

Zadatak 38
/Z xdx u=x dv=-% " Z+/Zcosxd
— sin® x = —IC T —
= sin? z du=dr v=—ctgzr & x - sinx
. V2 p)
t=sinz () =73 T /2 1 T V3 e
= = ——+—v3 —dt = ——+——+In|t
{ dt = coswdr t(7}) :? 4+6\/_+ 1ot 4+ 6 o] 1

Zadatak 39

jus

/2 (m10+x)sinxdx:/2

s us
2 2

10 _: 2
x sin xdx +

%
B u=2x dv=sinzdzx -
)l du=dr v=—cosx [

3
:2-<—xcos:c +/
0

3 Primjena odredenog integrala

/2
xsinxdx:2/ rsinx dx
0

Wl

=]

CoS xd:c) =2- <O +sinx

3):2
0

3.1 Kvadratura (povrsina ravninskih likova)
Kartezijeve koordinate

Ako je krivocrtni trapez u ravnini zadan sa

D={(z,y) eR}a<z<b fi(z) <y < falz)}
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onda je povrSina od D dana sa

b
P= / (fole) — fu(x))de.

Parametarski oblik: Ako je krivulja y = f(x) zadana parametarski sa x =
o(t), y=1(t) (¢ je strogo monotona funkcija) onda je povrsina od D dana
sa

- " w0t

Polarne koordinate

Ako je krivocrtni isjecak u ravnini zadan u polarnim koordinatama sa
D={(p,r) e R x[0,00);a <p<5,0<711(p) <7 <7a(p)}

onda je povrsina od D dana sa

8
P= / (rs()” = 11()?)dp.

Zadatak 40 Izracunajte povrsinu lika omedenog say = x3—6x>+8z, y = 0.

Rjesenje:

= 8.
2

17



Zadatak 41 Izracunajte povrsinu lika omedenog say = 6x—x2, y = x*>—2x.

Rjesenge:

P= /04[637 —2? — (2% — 27)]dr = /04(8:16 —20%)dr = <4il’2 - gx?’)

Zadatak 42 Izracunajte povrsinu lika omedenog sa 2(y — 1)* =2 — z,
(y—12=1-—ux.

Rjesenge:

2 2

0 o 3

18



Zadatak 43 Izracunajte povrsinu lika omedenog sa x* + y? < 25, x > 3.

I
/
A

—4 2
\
\
\ -2t

Rjesenje:

|
|

dx = 5costdt

P = 2/5mdx:{x:5sint,t:aresin%ﬂ}
3

/2 /2
= 50/ cos® tdt = 25/ (14 cos2t)dt
arcsin(3/5) arcsin(3/5)

w/2 w/2 25 3
— 25t +25sinty/1 — sin?¢ = 2% 95arcsin = — 12.
arcsin(3/5) arcsin(3/5) 2 5!
O
Zadatak 44 [zracunajte povrsinu lika omedenog prvim svodom cikloide x =
3(t —sint), y = 3(1 — cost) i osi apscise.
Rjesenje:
6
5
4
3
2
1
2.5 5 7.5 10 12.5 15 17.5
2m 27
P = / 3(1 —cost) - 3(1 — cost)dt = 9/ (1 —2cost + cos®t)dt
0 0
2 2m 9 2m 9 2m 9 2m
= Ot —18sint| + —/ (14 cos2t)dt = 187 + —t| + —sin2t| = 27m.
0 0 2 Jo 2 lo 4 0
O



2 _x -
coscp’gD_G’ Y =3

Zadatak 45 [zracunajte povrsinu lika omedenog sar =

Rjesenge:
3.5¢
3,
2.5}
2,
1.5}
1,
0.5}
0.5 1 1.5 2
1 (™3 4 /3 43
P = — d = 2t = .
2/7T/6 cos? o 7 g('077/6 3

O

Zadatak 46 Izracunajte povrsinu lika omedenog sa x* + y* < 2v/3y, a2 +
2
y© < 2x.

Rjesenje:

-1.51-0.5{0.511.5
-1



1

/6
P = 5/ 12sin? pdp + = / 4 cos® pdyp
0

/6
= 3/ (1 — cos2¢p) d<p+/ (14 cos2yp)dy
0

©/6  3sin2¢p|/6 T/2  §in2p|™/2  br
- 3 _ =— —+3.
14 0 2 14 /6 + 2 lx/6 6 V3
d
Zadatak 47 Izracunajte povrsinu lika omedenog sa v = 4sin 3.
Rjesenge:
2
1
-3 -2 1 2 3
3 [7/3 T/31 _ 6 /3 /3
P = —/ (4sin 3p)%dp = 24/ Mdgp = —2sinby| =4m.
2 Jo 0 2 0
d

3.2 Rektifikacija (duljina luka krivulje)

Kartezijeve koordinate

Ako je krivulja zadana sa y = f(x),z € [a,b] onda je njezina duljina dana sa

:/abmdx.

Parametarski oblik: Ako je krivulja zadana parametarski sa © = @(t),y =
¥(t) onda je njezina duljina dana sa

o= [ VewE v
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Polarne koordinate

Ako je krivulja zadana sa r = r(p), ¢ € [a, 3] onda je njezina krivulja dana
sa

B
s :/ Vr(e)? +1'(p)2de.

Zadatak 48 Izracunajte duljinu luka krivulje y = 23/ od x = 0 do x = b.

Rjesenje:
5 3 ? 1 [° 12 5335
s = 1+ (=22 ) de == | V44 9zde = —=(4492)V4+ 92| = —.
; 2 2/, 183 o 27
a

Zadatak 49 Izracunajte duljinu luka krivulje y = 2*/® od x = 0 do x = 8.

Rjesenje:
! 3 2 I 12 48
5= 1+ zy'/?) dy == \/4+9ydy:—-—(4—1—9y)\/4+9y‘ = —(10v10-1).
0 2 2/ 183 o 27
a
Zadatak 50 Koji put prevali éestica koja se kreée po krivulji x = cos®t, y =
sin?t u vremenu od t = 0 do t = 2.
Rjesenje:
2 2w
s = V4 cos? tsin? ¢ + 4sin? ¢ cos? tdt = 2\/5/ | cos t sin t|dt
0 0
T w/2 ™
= 2\/5/ | sin 2t|dt = 2\/5/ sin 2tdt — 2\/5/ sin 2tdt
0 0 /2
/2 T
= —V2cos2t + /2 cos 2t ) — 4V/2.
0 /2
a

Zadatak 51 Izracunajte duljinu prvog luka logaritamske zavojnice r = e3¥
od p =0 do p = 2.

22



10 15 20

Rjesenje:

Zadatak 52 [zracunajte opseg kardioide r = 2(1 — cos ).

Rjesenje:

23



27 27
s = / \/4(1—Cosg0)2+4sin2g0d90:2\/§/ /1 — cospdp
0 0

27 27
/
0

= 16.
3.3 Kubatura (volumen tijela)

2m
sin%‘dgpzll/o singdgo: —8COS§ .

3.3.1 Kubatura rotacijskih tijela

Rotacija oko osi paralelnih sa osi apscisa:
Ako podrucje

D={(z,y):a<z<b y <y < flx)ili f(z) <y <o}

(podrucje D je omedeno sa krivuljom y = f(z) i pravcima x = a, © = b,
y = yo) rotira oko pravca y = yo dobije se tijelo volumena

Vimyo = W/ab[f(x) — yo]® dz = W/ab[y — y0)? du.

Specijalno ako je yo = 0 (rotacija oko z—osi) formula glasi

b b
Vy=0 = 7T/ f(z)dx = 7r/ yida.
Ako podrucje

D={(z,y):a<2z<b0< flz) <y<g(r)iligle) <y < flz) <0}

<
(podrucje D je omedeno krivuljama y = f(x), y = g(z) i pravcima = = a,
x = b i cijelo se nalazi ili "ispod” ili 7iznad” osi apscisa pri ¢emu je krivulja
y = g(x) "udaljenija” od osi apscisa) rotira oko osi apscisa dobije se tijelo
volumena

Vi = [ lg(a) = 2 (o)lda.

Rotacija oko osi paralelne sa osi ordinata:

Ako je podruéje D omedeno krivuljom y = f(x), pravcima z = a, v = b
iy = 01 cijelo se nalazi ili sa "desne” ili sa "lijeve” strane pravca z = x,
onda njegovom rotacijom oko pravca x = x( nastaje tijelo volumena

b b
Vieao :27T/ |z — x| |f(x)|dx:27r/ |z — x| |y|dx.
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Specijalno, ako je zo = 0 (rotacija oko y— osi) formula glasi

b
Vieo = 27/ |z||y|dz.

Najjednostavniji slucaj je kada se cijelo podrucje nalazi ”iznad” osi apscisa
(y > 0) i "desno” od osi ordinata (z > 0). U tom slu¢aju volumen tijela
nastalog rotacijom podrucja

D={(z,y):0<a<x<b 0<y< flz)}
oko osi ordinata glasi

b
Vieo = 27r/ xf (r)dz.

Zadatak 53 Povrsina omedena sa 2* —y?> = 16, y = 0, = 8 rotira oko
x-0si. Odredite volumen nastalog rotacionog tijela.

Rjesenje:

N b OO ©

123456789
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.. 2 . .
Zadatak 54 Povrsina omedena sa y = %, y = % — x rotira oko x-ost.

Odredite volumen nastalog rotacionog tijela.

Rjesenge:

S sl

B 9 322 22 2L 897
- 4 2 20

3 15
O

—T

Zadatak 55 Povrsina omedena sa y = e *, y=-e, x =0 rotira oko y-ost.

Odredite volumen nastalog rotacionog tijela.

Rjesenje:  Prvi nacin:

-2 -1.5 -1 -0.5 0.5 1
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c ¢ = In?y = du = 22¥qy
Vieg = “Iny)’dy = n2ydy =4 y
B W[( ny)dy W[ o { dv=dy=v=y }

e € — :l
—27r/ lnydy:{ u=1Iny = du ydy}
1 1

= In?
Ty dv=dy=v=y

= em —2mylny

+27T/ dy = em — 2em + 21y
1 1

j—w(e—Z).

Drugi nacin:

0 0 1
Vieo = 27?/ |z|(e — e ")dx = 27 [/ re Tdx — e/ xdx}
-1 1 0

. u=1x=du=dx - —:L‘e_xo + Oe—xdx_e'r_Qo
o dv=e%dr=>v=—2 [ 1 . 211

= 27 {—e —e ”

:+§]:w@—m.

Zadatak 56 Povrsina omedena sa y =sinz, y =0, 0 < x < 27 rotira oko
y-osi. Odredite volumen nastalog rotacionog tijela.

-2 - 7T 3 7T
-0. bt
Z 1l

7 2
Vemo = 2m {/0 az:smxdac—k/Tr x(—smx)d:p} —{ dy_sin$dx:>U——COS$}

2T 27
— cos xdr| = 87°.
™ T

Rjesenje:

™

i
= 27 {—xcos:v —i—/ cos xdx + x cos T
0

0
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Zadatak 57 Povrsina omedena sa y = 4x — x2, y = 0 rotira oko pravca a)
y =06, b) y = —6. Odredite volumen nastalog rotacionog tijela.

Rjesenje:  a)

4 4
Vyms = 7T/ [(—6)* — (47 — 2 — 6)*]dx = 7T/ (—a" + 82 — 282* + 48x)dx
0 0

z° 2877 4 1408
= — 2zt — T+ 2497 ‘ = —
7T|: 5+ x 3 + :17] . 157T
b)
2.5¢
2 2 6

-2.5¢
-5l

-7.5¢

-10°F
4 o g o 2432

Vyeeo =7 [ [(4z — 2° 4 6) —6]dx:...:?7r.

0
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Zadatak 58 Pouvrsina omedena sa y* = 8z, x = 2 rotira oko pravca a)

x=2,b)x=-2. Odredite volumen nastalog rotacionog tijela.

Rjesenje:  a)

3 /////////////////,/,/,
4

1 3 4 5 6
- 27
-4
-6/ \

4 2 2 5 3 4
Y T |y Y 256
Viema = — =2 dy=— | = —32= + 256 = —T.
2 7T/_4(8 >y 64[5 3" 44 5"
b)
6,
4,
2,
-4 D ) 4 6
-2t
41
-6l
4 2 2
y 1024
‘/1‘:— :77-/ 42_(—+2) dy: = —_—
2 _4[ 8 15

0

Zadatak 59 Povrsina omedena sa y = x> — 1, y = 3 rotira oko x-osi.

Odredite volumen nastalog rotacionog tijela.

Rjesenje:

29



2 2 9 2
Vymo = 27r/ 9dx — 27?/ (% — 1)%dx = 187z — 27?/ (z* — 22% + 1)dx
0 1 0 1

x° 33
p— _ 2 —_—
367 T { 3 =3 + x}

2 4647

1 15

0

3.3.2 Cavalerijev princip (izratunavanje volumena tijela pomoéu
poznatog poprecnog presjeka)

Ako je P = P(x) povrsina presjeka tijela ravninom okomitom na neki pravac
(koji uzimamo za x-o0s) u tocki s apscisom z, onda je volumen tog tijela

V= /abp(x)dx,

gdje su a i b apscise krajnjih presjeka tijela (a < b).
Zadatak 60 Koristeci Cavalerijev prrincip izracunajte volumen piramide
odredene tockama O(0,0,0), A(1,0,0), B(0,2,0), C(0,0,3).
Rjesenje:

AB:2x+y=2, AC:3x+2=3, BC:3y+2z=6.
Presjek tijela ravninom okomitom na z-os je pravokutni trokut M N P (pravi
kut u M), t.d. je M € AO, N € ABi P € AC, tj. M(z,0,0),
N(z,2 —2x,0), P(x,0,3 — 3z) pa imamo
IMN|-|MP| (3—3z)(2—2x)

P =P =
(l‘) AMNP 9 9

- 3(1 - ‘T)27
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1 1 3
:>V:/ 3(1—m)2dx:3/ (1—2x+x2)dx:3[x—x2+%]
0 0

Zadatak 61 Baza tijela je krug polumgjera 4. Odredite volumen ako je svaki
presjek tog tijela ravninom okomitom na odredeni promjer jednakostranican
trokut.

Rjesenje:  Ako za promjer uzmemo z-os, vrhovi A i B jednakostrani¢nog

BN

/

trokuta ABC leze na kruznici 2°+y* = 16, pa je onda je A(z, —v/16 — 22,0),
B(z,v/16 — 22,0) 1 |AB| = 2/16 — 22.

[ABI’V3 _
=

P(z) = Pajpc = (16 — 2%)V/3,
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4 9256v/3

—4 3

=V = /:(16 — 2%)V3de = /3 {163: - %3}

3.4 Komplanacija (povrSina rotacione plohe)

Povrsina plohe nastale rotacijom oko pravca y = yo krivulje f(x), x € [a, ],
dana je sa

b b
ds
P =27 [ 1y = wlpde =27 [ 1y~ wlv/TF 7P,

gdje je ds diferencijal luka krivulje.
Parametarski oblik: Ako je krivulja zadana parametarski sa x = ¢(t),y =
¥(t) onda je povrsina rotacione plohe dana sa

Pyeyy = 2”/ 2 [Y(t) — y0|\/90’(t)2 + ' (t)2dt.

t1

Zadatak 62 Koristeci formulu za povrsinu rotacione plohe izracunajte povrsinu
sfere x* +y* + 22 = R?.

Rjesenje: Sfera je rotaciona ploha koja nastaje rotacijom kruznice

-
|

2% + y? = R? oko z-osi, pa je njena povrsina dana sa

R
Pyo = 27r/ VR2 — xZ\/l + ( Rdr = AR*r.
-R

2 2 R
——a:) dr = 47r/
2\/R2—$2 0
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Zadatak 63 Pouvrsina omedena astroidom x = 2cos®t, y = 2sin®t, y =0
rotira oko x-osi. Odredite povrsinu nastale rotacione plohe.

Rjesenge:

w/2
P,y = 4rm / 2 sin® t\/36 cost tsin? t + 36 sin* ¢ cos? tdt
0

w/2 /2
= 487 / sin®t| cost sint|dt = 487 / sin® ¢ cos tdt
0 0

/2 A8m

sin® ¢

0 5

w/2
= 487r/ sin® td(sint) = 487
0

4 Matrice 1 determinante

4.1 Pojam matrice i operacije s matricama

Matrica je pravokutna shema realnih ili kompleksnih brojeva rasporedenih u
retke i stupce i njih zovemo elementima matrice. Matrica A sa m redaka, n
stupaca i s elementima a,; zapisuje se kao

11 Q12 @3 - Qip
Q21 Q22 Q23 - Q2p

A= . . . . = [aij]~
Am1 Am2 Qm3 - Qmp

Takvu matricu zovemo m x n (¢itaj: m puta n) matrica ili matrica tipa
(reda, dimenzije) m x n. Pritom niz brojeva a;, a2, a;3, . . . , iy, ZOVEMO i-
ti redak, a niz brojeva aij, asj, ..., an; poredanih jedan ispod drugog, j-ti
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stupac matrice A. Ako vrijedi m = n, kazemo da je A kvadratna matrica
reda n.

Matricu sa samo jednim retkom zovemo jednoret¢ana matrica, a matricu
sa samo jednim stupcem zovemo jednostupcana matrica. Matrica A je jed-
naka matrici B ako imaju isti broj redaka i isti broj stupaca i za njihove
elemente vrijedi a;; = b, za sve i i j. S M,,, oznacavat ¢emo skup svih
m X n matrica.

Neka su A, B € M,,,. Matricu C' € M,,,, s elementima

Cij = aij +bij, 1<i<m, 1<j5<n
zovemo zbrojem ili sumom matrica A i B i pisemo C' = A + B.
Ako je A € M,,,, i c € R, matricu B € M,,,, s elementima
bij:CCLij, 1§2§m, 1§j§n

zovemo umnozak ili produkt matrice sa skalarom ¢ i oznacavamo B = cA.
Neka je A € M,,,, i B € M, ,. Umnozak ili produkt matrica A i B je
matrica C' = A- B € M, , kojoj su elementi odredeni formulom

n
cij:Zaikbkj zasve 1 <1<m, 1<j5<p.
k=1
Vaznu klasu matrica ¢ine dijagonalne matrice. Najpoznatiji primjer di-
jagonalne matrice je jedini¢na matrica

10 -~ 0 0
0 1 - 0

I= € M,
0 100
000 -~ 0 1]

Lako je provjeriti da za svaku kvadratnu matricu A € M,,,, vrijedi
A-IT=1-A=A.

Malo opcenitija, dijagonalna matrica je ona kod koje su svi izvandijagonalni
elementi jednaki nuli. Dijagonalnu matricu kojoj su dijagonalni elementi

a1, Qa, ..., a, oznacavamo s diag(ay, ag, ..., ay), tj.
[, 0 -+ 0 T
0 o
diag(ay, ag, ..., a,) =
0 an,_1 O
L0 0 0 o |
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Nul-matrica je matrica kojoj su svi elementi nula i krac¢e se oznacava s 0 i,

takoder pripada klasi dijagonalnih matrica.
Potencije kvadratne matrice A definiraju se induktivno:

AV =7, A" = AA" za neN.

Lako se pokaze da vrijedi A"A™ = A™A™ = A™T™ za sve nenegativne cijele

brojeve m i n. Stoga je dobro definiran matriéni polinom
Pi(A) = ap A" +ap 1 AR+ ai A aol,

pri cemu su ag, . . ., a realni brojevi.

Postoji jos jedna vrlo korisna operacija na matricama. Naziva se operaci-

jom transponiranja.

Neka je A € M,,,,. Matrica AT € M, ,,, naziva se transponirana matrica
matrici A, ako je svaki redak od AT jednak odgovarajuéem stupcu matrice
A. Prema tome, transponiranu matricu dobivamo tako da stupce (retke)

matrice zamijenimo njenim retcima (stupcima). Ako je

11 A2 - Aip @11 Ag1 -+ Aml

Q21 Q22 +++ QAap . Q12 Ag2 - Gp2
A= ] ] ] onda je AT =

Am1 Am2 *°° Amn A1n A2n - Qmnp

Glavna svojstva operacije transponiranja su
(a) (AT)T = A,
(b) (A+ B)T = AT 4 BT,
(c) (AB)T = BT AT.

w22 1 5 —6
Zadatak 64 Ako je A = 3 4|, B= [ ] odredite
2 -2 3
-5 —6
3A+ BT,
Rjesenje:
-2 2 1 2 3-(=2)+1 3242 -5
3 3 4|+ b =2 | = 3:3+5 3-4—-2 | = 14
-5 —6 —6 3 3:(=5)—6 3-(—6)+3 —21

8
10
—15

O

Zadatak 65 Odredite matricu X koja zadovoljava uvjet 2A —3X = B, ako

‘ 2 —1 -5 =2
j6A—|:5 3},3—{ 1 3].
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Rjesenje:
2

2A—3X:B:>3X:2A—B:>X:§A—%B

Loy 2[2 1) 1[5 2] _[3 0
315 3 31 1 3| |3 1]/

O
Zadatak 66 Odredite m,n € N iz:
a) Azxa - Bixs = Cixn
b) A2><3 . Bmxn = 02x6
C) A2><m *Buxsz = 02x3
Rjesenje:
a)m=3, n=>5
b)m=3,n==6
c)m=néeN O
Zadatak 67
1 2
[ -2 3401 | 0 -1
| 5 -1 23 -1 0
4 0
B -2-143-04+4-(-1)4+0-4 —-2-243-(-1)+4-0+0-0
51+ (-1)-0+2-(-1)+3-4 5-2+(-1)-(-1)+2-0+3-0
[ -6 -7
S 111
Zadatak 68 DokaZite da je matrica A nultocka polinoma Py(x) = 1 — 4z —
1 2 2
5, akoje A=1|2 1 2
2 21
1221 [122] [9 8 8]
Rjesenje: A= 12 1 2 21 2|=(89 8],
2 21 | 2 2 1 | | 8 8 9 ]
9 8 8 [ 4 8 8] (5 0 0] 000
A* —4A-5I=|8 9 8| —-|8 48| —-|050|=|000
8 8 9 | 8 8 4 | | 0 0 5 ] 000
Primjetite da je Pa(z) = (x — 5)(z + 1), pa iako je P»(A) = 0 matrica A je
razlic¢ita i od 51 i od —1. d
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0 2
Zadatak 69 Necka je A= | 0 3 |. Izracunagte a) A3(=0), b) (AT)3.
0 0

12 -1 15 2
23 0|,BAT=| 37 -2
10 3 74 8

1
0
0
Zadatak 70 Zadano je: B = [

Odredite (AB)T.
Rjesenje: (AB)T = BT . AT, B je simetricna, tj. BT = B

-1 5 2
= (AB)" =BT - AT =B AT = 37 =2
7 4 8
O
COS (v sin « 3
Zadatak 71 . =7
sinae  cos
Rjesenje:

. 2 . .
cosa —sina | cosa —sina cosa —sina
sina  cos« sina  Ccos« sina  cos«

_ cos? o — sin’ « —28In o cos « | cos2a —sin2a
2sinacosa —sina + cos? o sin2a cos 2«

- . 3 . - .
cosa —sSIn o | cos2a —sin2a cosa —sino
sin  cosa sin2a  cos2« sin  cosq

_ cos 2 cos v — sin 2asin v — sin «v cos 2ar — Sin 2¢v Cos &
sin 2acos & + cos 2asin v — sin 2aesin o + €os 2¢x cos o
_ cos 3o — sin 3«
sin3a  cos 3«
O

4.2 Determinante

Determinanta kvadratne matrice je funkcija det : M, ,, — C i oznacavamo je

s detA, |A| ili

11 Q12 -+ Q1p
Q21 Q22 -+ QA2p
Ap1 Gp2 " Gpp
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Definiramo je induktivno po redu matrice:

nzl, A:[an] = detA:an

a1 11 a2

= A11Q22 — Q1241
A22

n=2, A:{ “12} = detA =

a1 Q22 21

Za matrice viseg reda determinata se definira (a moze se izracunati i njena
vrijednost) koristeéi tzv. razvoj determinante po retku ili stupcu, koji se jos
naziva i Laplaceov razvoj determinante.

Neka je A € M, ,,. S M;; € M,,_1 5,1 oznacit ¢emo podmatricu od A koja
nastaje izbacivanjem njenog i-tog retka i j-tog stupca. Npr. ako je

a1 a1,5-1 ayj a1,5+1 Ain
a;—1,1 Qi—15-1 Qi—15 @i—1j+1 Ai—1,n

A= Q1 Qi 51 Qi Q4 541 Qi n
Q41,1 @it1,5—1 i1, Qi41,541 Ai41,n
L Gn1 Ap j—1 Qnpj Qp j+1 Qppn

onda je
an 1,51 1,541 Q1n
M.. Ai—1.1 Ai—15-1 Qi—1541 Ai—1.n
ij
Qi41.1 Ait41,5—-1 Qi1 541 Qit1.n
| Gn1 Qp j—1 Ap j+1 App

Minora elementa a,;; matrice A € M,,,, je detreminanta matrice M;;. Alge-
barski komplement elementa a;; je skalar A;; = (—1)""/detM;;.
Sada, za A € M,,,, vrijedi

detA = ZG'UAU7 1 S 1 S n.

Jj=1

Ovu formulu nazivamo razvoj determinante po i-tom retku. Isto tako vrijedi
formula Sada, za A = (a;;) € M, vrijedi

detA = Zaiinj, 1 S] S n

i=1

koju nazivamo razvoj determinante po j-tom stupcu.
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ai; Q12 a1z Qaiq

Zadatak 72 A = a1 Qg2 das A2 Moz, A, Msz, Azg =7

ag1 asz a3z 434
Aq1 Q42 Q43 Q44

ail a2 Aaig 11 aiz2 Aaiq
Rjesenje: Moz = | as1 asy ass |, Msg = | as1 az au |,
Aq1 Q42 Q44 Q41 Q42 Q44

A23 = (—1)2+3d€tM23 = —detMgg, A33 = (—1)3+3detM33 = detM33.

O
-2 1 3
Zadatak 73 Izracunajte D = 5 4 2
-3 0 5
a) razvojem po drugom retku
b) razvojem po trecem stupcu
Rjesenje:  a)
1 3 2 3 -2 1
_ E(_1)2+1 1\2+2 1243
D = 5(-1) 05‘+4( 1) _35’+2( 1) _30‘
= —5(5-0)+4(-10+9) —2(0+ 3) = —35.
b)
5 4 1 2 1
_ a(_1\143 1243 _1)3+3
D = 3(-1) _30‘+2( 1) B 0}+5( 1) 54‘
= 3(0+12) —2(0+3) +5(—8 —5) = —35.
O

Svojstva determinanti:

1.
2.

detA = det AT

Zamjenom dva susjedna retka (ili stupca) deteminanta mijenja predz-
nak

. Ako su u determinanti dva retka (stupca) jednaka (ili proporcionalna)

ona je jednaka nuli

Determinanta matrice dobivena iz poc¢etne matrice A mnozenjem nekog
retka ili stupca skalarom A jednaka je A - detA (ovo pravilo ¢esée se
koristi na nacin da se svi elementi nekog retka ili stupca skrate za
zajednicki faktor koji se izvlaci ispred determinante). Odavde slijedi
det (AA) = A" det A za kvadratnu matricu A reda n.
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5. Ako matrice C, A, B imaju sve retke jednake osim i—tog, pri ¢emu je
1—ti redak matrice C' jednak zbroju ¢—tih redaka matrica A i B, onda
je det C' = det A + det B. Napomenimo da opcenito ne vrijedi da je
det (A+ B) = det A + det B.

6. Vrijednost determinante se ne mijenja ako se nekom retku (ili stupcu)

pribroje elementi nekog drugog retka (ili stupca) pomnozeni skalarom
A

7. Binet-Cauchyjev teorem: det(A - B) = detA - detB

-4 1 1 1 1

1 -4 1 1 1

Zadatak 74 Izracunajte 1 1 -4 1 1
11 1 -4 1

11 1 1 —4

Rjesenje: Dodajuéi prvom stupcu prvo drugi stupac, te treci, cetvrti i peti
stupac (primjetite da je zbroj elemenata po recima jednak 0), te razvijajuci
determinantu po prvom stupcu dobije se:

-4 1 1 1 1 o 1 1 1 1
1 -4 1 1 1 0o -4 1 1 1
1 1 -4 1 1|=10 1 -4 1 1|=0
1 1 1 -4 1 o 1 1 -4 1
11 1 1 —4 o 1 1 1 —4
O
1 a b+c
Zadatak 75 Izracunajte | 1 b c+ a | koristeéi svojstva determinante.
1 ¢ a+b

Rjesenje: Dodajuci drugi stupac trecem stupcu, izlucujuéi iz treceg stupca
zajednicki faktor dobije se

1 a b+c 1 a a+b+c 1 a1
1 b ctal=|1 b a+bt+c|=(a+b+c)|1 b 1|=0
1 ¢ a+b 1 ¢ a+b+c 1 ¢ 1

O

Zadatak 76 Pokazite na primjeru determinanti reda 4 da ako su svi ele-
menti ispod (iznad) glavne dijagonale jednaki 0, onda je determinanta jed-
naka produktu dijagonalnih elemenata.
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Rjesenje:  Primjer gornje trokutaste matrice. Razvijanjem uzastopce po
prvom stupcu dobije se:

@11 a2 13 Aaiq
0 Q22 (A23 A24

Ag2 A23 A24 az3 a34
0 0 =an| 0 asz as | =ajax 0 = (11022033044
a33 Aa34 0 0 aw v
0 0 0 44
O

Zadatak 77 Koristenjem elementarnih transformacija na recima i stupcima
matrice (tj. koristenjem svojstava determinante) svedite sljedecée determi-

1 2 3 3 =2 )
nante na gornje trokutaste i izracunajte th: a) | 4 5 6 | b)| 2 4 =3
5 7 8 5 —3 2

Rjesenge: D)

g _i _g _ { Pomnozimo drugi redak sa -1 i dodamo prvom retku }

Pomnozimo drugi redak sa -2 i dodamo tre¢em retku

5 =3 2
1 -6 8 .. . .
Pomnozimo prvi redak sa -2 i dodamo drugom retku
=12 4 -3 | = . . : y
1 —11 8 Pomnozimo prvi redak sa -1 i dodamo treé¢em retku
L =6 8 Izlucimo -5 iz treceg retka L =6 8
=0 16 19 1= Zamijenimo drugi i treéi redak [ o101 0
0 =5 0 ) & 0 16 —19
Pomnozimo drugi redak sa L =6 8
= . & =5(0 1 0|=511(—19) = —05.
-16 i dodamo treé¢em retku
0 0 —-19
d

Zadatak 78 Neka je matrica A = [a; ;| zadana sa a; ; = |i — j|. Izracunajte
det A ako je matrica A formata a) 2 x2 b) 3 x3 ¢)4 x4,

012 3
L - - : 101 2 .
Rjesenge:  c¢) Iz definicije se lako vidi da je A = 5 10 1| Sada je:

3210

0123 101 2

1 01 2 1.1 2. redak 012 3

det A = 210 1| { zamjene mjesta } T 12101

3210 3210

41



10 1
B Pomnozimo prvi redak sa — 2 i dodajmo tre¢em _ (01 2
~ | PomnoZzimo prvi redak sa — 3 i dodajmo cetvrtom [ 01 =2
0 2 =2
1 2 3 o ) . :
Pomnozimo prvi redak sa — 1 i dodajmo drugom
=-2|1 =2 =3 |= C. : ) . .
1 -1 -3 Pomnozimo prvi redak sa — 1 i dodajmo tre¢em
1 2 3 1 2 3
=-2/0 -4 —6|=1210 1 2|=-12
0 -3 —6 0 2 3

0

Zadatak 79 Odredite det A ako je matrica A reda 10 zadana sa a;j =1 - j.

Rjesenje:
1 2 3 10
1 2 3 10
12 3 ... 10
d
Zadatak 80 Izracunajte det (A'%°) ako je A = [ i) 2 }
Rjesenje:  det (A') = (det A)'" = 1. 0

4.3 Pojam inverzne matrice. Matri¢ne jednadzbe.

Definicija 4 Matricu B zovemo inverznom matricom matrice A ako je A -
B=DB-A=1 (I jediniéna matrica).

Oznaka: B = A7L.

Naziv: Matricu koja ima inverznu zovemo regularnom matricom. Matricu
koja mema inverznu matricu zovemo singularnom matricom.

Kako je jedini¢na matrica kvadratna, to o¢ito i matrica A (pa onda i A1)
ima isti broj redaka i stupaca kao i I.

Primjer 2 Pokazimo da je matrica A = { 1 } } singularna matrica. Pret-

)

postavimo suprotno. Neka je B = { } inverzna matrica matrice A

2
3
-3
—6

|



bi1+0ba1 bio+bao da
bi1+ba1 bia+bao |

bi vrijedilo AB = I mora vrijediti by +bay = 1 1 b1y + bay = 0, Sto je
nemoguce, §to znaci da A~' ne postoji.

tj. neka je AB = BA = 1. Kako je AB =

Ako je AA™! = T tada koristeé¢i Binet-Cauchyjev teorem (i oc¢itu ¢injenicu
da je det I = 1) slijedi det A - det A=t = 1, §to o¢ito daje det A # 0.
Ako je det A # 0, tada mozemo formirati matricu

Ay A o A |l
B_ 1 A2,1 A2,2 e A2,n B 1 .
det A : Lo : det A~
Ans Ana .. Ann

) )

Matricu A* (transponiranu matricu matrice algerbarskih komplemenata) zovemo
adjunktom matrice A. Lako se vidi (koriste¢i Laplaceov razvoj determinante
i svojstvo da je determinanta matrice sa dva ista retka jednaka 0) da je
AA* = A*A =det A- I. Odavde odmah slijedi da je AB = BA =1 tj. da je
B=A"1

Time je dobiven sljedeé¢i teorem.

Teorem 6 A je regularna matrica akko je det A # 0

Vrijede sljedeca svojstva invertiranja matrica:
1. (AB)"'=B"1A"1
2. (A ) =4
3. (M) = %A‘l, A#0

_ 1
4. det A7 = el

Inverzna matrica se moze dobiti i sljedeé¢im postupkom (Gaussov algori-
tam; daleko efikasniji od nalazenja adjunkte u slu¢aju matrica velikog reda):

Ukoliko je det A # 0, onda se matrica [A:I] (jediniéna matrica I se nadopise
do matrice A), elementarnim transformacijama na recima moze dovesti do

oblika [I:A1.
Pod elementarnim transformacijam na recima podrazumjevaju se sljedeci
postupci:

1. Zamjena dva retka.

43



2. Mnozenje nekog retka brojem razlic¢itim od 0.

3. Dodavanje nekog retka pomnozenog sa brojem nekom drugom redku.

1 01
Zadatak 81 Odredite A™' za A = 0 0 2|, koristeci a) adjunktu ma-
-1 3 1
trice A b) Gaussov algoritam.
1 01 10
Rjesenje: a) Kako je det A = 00 2|=-2 ‘ ' = —6 # 0, to je
-1 3 1 -3

matrica A regularna. Odredimo matricu algebarskih komplemenata matrice
A. Imamo redom:

0 2 0 2 0
Al,l = (—1)2 3 1 = —6, ALQ - (—1)3 _1 1 ’ - —2, A1,3 — (—1)4 _1 ‘ = O,
0 1 11 10
Ap=(=1| 5 || =3 Aa=(-1)" | 1':2, Ay = (=1 | 3‘ -3,
0 1 11 10
Az = (1) 0 9 =0, Azg = (—1)° 0 2’_—2, Azz = (—1)° 0 O’:O
Odavde je
-6 =2 0] 1 —1/2 0
A—1=—6 3 2 3| =|1/3 -1/3 1/3
B 0 -2 0 0 1/2 0
b)
10 1[100 10 1[1 00 10 1[100
[All=| 00201 0|~{002/010]|~|03 01
-1 3 1/0 01 032101 002010
10 1[1 00 10 1] 1 0 0 100 1 —-1/2 0
~|l030/1 -1 1|~|010[1/3 -1/3 1/3|~ |0 1 0[1/3 —1/3 1/3
0020 10 001 0 1/2 0 001 0 1/2 0
Odavde c¢itamo:
1 -1/2 0
At=11/3 -1/3 1/3
0 1/2 0
O
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Zadatak 82 Za koje vrijednosti parametra k € R postoji inverzna matrica

2 -k 3
matrice A = | —2 1 -3
2 7 5

Rjesenje: Kako je

2 —k 3 2 —k 3
detA=| -2 1 =3|=|0 1—k 0|=4(1—k),
2 7T 5 0 7T4+k 2

todet A#0 < 4(1 — k) # 0 < k # 1 povlaci da je matrica A regularna (v.
gornji teorem). O

a b

Zadatak 83 Ako je A = { e d

] 40

ad—bc —C a

] i det A = ad — be # 0, pokazite da je

L N A d —b|
Rjesenje: Lako se provjeri da je [ e d } [ e a } = (ad — be)l. O

Zadatak 84 Rijesite matricnu jednadibu a) AX = B b) XA = B, gdje je
1 2 3 4

a=lsi)e-[15)

Rjesenje: Primjetimo da je det A = 4 — 6 = —2 # 0, sto znaci da je A

regularna matrica.

a) Jednadzba AX = B sada povlaci X = A™!'B, sto daje (v. prethodni
zadatak)

v 421241 2]

b) Jednadzba X A = B sada povlaci X = BA™!, §to daje

X—BAl—[_i’ ;*H;é _1/3]_{19/(2) —7/51.

O

11
Zadatak 85 Rijesite matricnu jednadzbu XA—2B = C akoje A= | 0 1
00

2 1 -1 1 05
B_{s 0 6}’0_{—1 -2 1]
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Rjesenje: Kako je ocito det A = 1 to je A regularna matrica, pa jednadzba
XA —2B = C povlaci X = (C' + 2B)A~!'. Primjetimo da imamo dobro
"ulan¢ane” matrice jer je matrica C' + 2B formata 2 x 3 dok je matrica A~*
reda 3 tj. formata 3 x 3, pa je matrica X formata 2 x 3.

Odredimo A~! Gaussovim algoritmom:

1 1 1(1 0 0 1101 0 -1 1 001 -1 O
ANl=]011/010|~|01001 -1|~|010/0 1 —1],
00 1/0 01 00 100 1 0010 0 1
1 -1 0
stodajeA~'=1]0 1 —1 |. Konaé¢no
0O 0 1
1 -1 0
B L[5 2 3 s =8
X =(2B+C)A _[5 oo v = T
0O 0 1
a

Zadatak 86 Rijesite matricnu jednadzbu (214_1)()71 = A*, ako je A =
1 -2

i)

Rjesenje: Kako je det A = 10 # 0, to je matrica A regularna pa je zadatak

dobro zadan. Sada je

1 1

1 2
detAA<:>X n 2detAA

=305 )5 4)=ml s 10)=| g ue)

Zadatak 87 Rijesite matricnu jednadvzbu a) AX = 5X + 3A* b) XA =
5X + 3A* gdje je A = [ s 1 }

(247'X) =A"e (247'X) = (det A)AT' 247X =

0

-2 4

Rjesenge: a) Ocito je AX =5X +3A* < (A—51)X = 3A*. Dalji postupak
—2
-2
singularna. No kako je det (A — 51) = 4 # 0 to je matrica A — 5] regularna
matrica. Sada je

rjeSavanja ovisi o tome je li matrica A — 51 = [ _q } regularna ili

1[-1 -1][4 -1
— * — I -1 *: —
(A—BNX =34" = X =3(A—5I)'A* =3 4{ ) _2} {2 3}
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T4 4 -8 3 —6
b) Imamo XA = 5X + 34* & X(A —51) = 34* & X = 3A*(A —5I)~L.

Odavde se lako vidi da je rjesenje i ove jednadzbe

X — { —9/2 —3/2 }

S RE IR

3 —6

Napomena: [ako kod matricnog mnozenja treba paziti na poredak mnozitelja
ovdje smo dobili isto rjeSenje. Ovdje to nije slucajnost ve¢ posljedica jed-
nakosti A7H(A—XI)"! = (A—AI)"' A1, Pokazite tu jednakost. Ona povlaci
idaje A*(A— M)t =(A—-\I)"1A~ 0

4.4 Rang matrice

Vazan pojam kod razmatranja postojanja rjesenja kod linearnih sustava je
rang matrice sustava.

Definicija 5 Matrica A # 0 ima rang v ako je barem jedna subdeterminanta
r—tog reda razlicita od 0, dok su sve subdeterminante viseg reda jednake 0.

Po definiciji nul-matrica ima rang jednak 0.
Oznaka: r(A) =r.

Navedene definicijske uvjete je ra¢unski zahtjevno provjeravati (npr. matrica
reda 4 ima 16 subdeterminanti reda 3, pa kada bi htjeli pokazati da je rang
takve matrice jednak 2, morali bi na¢i barem jednu subdeterminantu reda 2
razli¢itu od 0 (Sto nije problem) i pokazati da sve subdeterminante reda 3
(kojih ima 16) su jednake 0.

Daleko brze je koristenjem elementarnih transformacija sa retcima i stupcima
(koje ¢uvaju "razli¢itost” od 0 determinanata (u ovom sluc¢aju subdetermi-
nanata)) reducirati matricu na matricu istog ranga koja u gornjem lijevom
kutu ima jediniénu matricu reda r.

2 -1 30 1
Zadatak 88 Odredit trice A— | L 13 2
adata reaite rang matrice = 3 1 233
1 2 311
Rjesenje:
1 2 -1 3 2 1 2 -1 3 2
2 -1 30 1 0 -5 5 —6 -3
r=rlls 1 23370 5 5 -6 -3
1 2 311 0 0 4 -2 -1
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1 2 -1 3 2 100 0 O
- 0 -5 5 —6 -3 B 010 0 O
“"llo 0o 4 —2 < ||T"[|oo04 —2
0O 0 0 0 0 000 0 O
1 00 0O
B 01 000 _ 3
“"lloo1o00]|]"
00 00O
O
2 13
Zadatak 89 Za koje vrijednosti parametra k je rang matrice A= | 1 —2 0
4 k 6
jednak 2.
Rjesenje:
2 13 2 1 3
r(A)=r 1 =20 =r 1 -2 0
4 k 6 0 E—2 0
Ako je k = 2 tada je r(A) = 2. O

4.5 Sustavi linearnih jednadzbi

Jedan od najvaznijih problema linearne algebre jest rjeSavanje sustava lin-
earnih jednadzbi

a11r1 + Q2%s + -+ ApTp = bl
211 + Q22Ty + -+ + Aoy, = b2

(2)
Am1T1 + GmaZTs + 0+ QppTy = bm

Uvodenjem matrice sustava A € M, ,, jednostupcane matrice rjeSenja x €
M, 1 1 jednostupcane matrice desne strane sustava b € M,, 1,

@11 Q12 A1z - Qin € by
Q21 Q22 A23 -+ Q2n T2 by

A - . . . . b) ‘Z. - 9 b - 9
Am1 Am2 Am3 - Amp Tn bm

sustav (2) prelazi u matriéni problem

Az =b.
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e Sustav je suglasan ako postoji barem jedno rjesenje tog sustava. U
protivnom je nesuglasan.

e Suglasan sustav je odreden ako ima samo jedno rjesenje.

e Sustav koji ima viSe rjeSenja je neodreden.

4.5.1 Cramerove formule

U slucaju kada je m = n imamo

anry + appre + -+ apr, = b
a91T1 + a99Ty + - + Aonly, — bg

(3)
ap1®1 + GpaTs + -+ AT, = bna

pa je determinanta

ail a2 a1z -+ Qip

(21 Q22 Q23 --° Q2
D =detA =

Ap1 Ap2 Ap3 -+ Qpp

tzv. determinanta sustava.
Ako je D # 0, rjesenje sustava (3) dano je Cramerovim formulama:

Dl‘l:Dz, i:1,2,...,n,

gdje je D; determinanta koja se dobije iz determinante D tako da se elementi
1-tog stupca zamijene ”slobodnim” ¢lanovima by, by, . .., b,.

Zadatak 90 Uz pomoé Cramerovih formula rjesite sustav

rT — T + xr3 = —2

2512'1 -+ Ty — 21’3 = 6 .

Ty + 2.7}2 + 31’3 = 2

Rjesenje:
1 -1 1 0 -1 0 _
D=2 1 =2 =3 1 -1 |= 3 5 =18,
1 3 3 )
-2 -1 1 1 -2 1
D, = 6 1 -2 |= =18, Dy=|2 6 -2 |= = 36,

2 2 3 1 2 3




1 -1 -2
Di=|2 1 6|=...=-18 S =1, 1y =2, 3= —1.
1 2 2

0
Za opdi slucaj (m # n) imamo Kronecker-Capellijev teorem: Sustav
je suglasan < rang matrice sustava jednak je rangu prosirene matrice sustava.

4.5.2 Gaussova metoda

Zadatak 91 Gaussovom metodom rijesite sustav:

20y — wy + w3 — x4 = 1

21’1 - ) - 31’4 = 2

31‘1 - T3 + Ty = -3 '

2v1 + 219 — 2x3 + bxy = —6
Rjesenge:

(2 -1 1 -1 | 1] [2 -1 1 -1 1] 1
2 -1 0 -3 | 2 0O 0 -1 -2 | 1
3 0 —1 1] -3 0 3 =5 5 1 =9

| 2 2 -2 5 | —6 ] | 0 3 -3 6 | =7

[2 —1 1 -1 | 1] [2 -1 0 -3 \ 2
0 3 -5 5| =9 0 30 15 | —14
0O 0 2 1| 2 0 00 -3 | 4

| 0 0 1 2 | -1 ] | 0 01 2 | -1

[2 -1 0 -3 | 2 2 -1 0 0 | -2
0 1 0 5 | —14/3 0 1 00 | 2
0 01 2 | —1 0O 01 0 | 5/3

|0 00 1 | —4/3 0O 00 1 | —4/3

1.0 0 0 | 0 T = 0
0100 | 2 N Ty = 2
0010 | 5/3 xz3 = 5/3°

| 00 0 1 | —4/3 xy = —4/3

Zadatak 92 Gaussovom metodom rijesite sustav:

r1 — 229 + 3wz — 4dxy = 4
Ty — Trs + Ty = -3

rp + 3.7}2 - 31‘4 = 1
- 7[)32 + 31‘3 + Ty = -3
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—N o — O — O OO —H O OO

Rjesenje:

|

1/3

(a+4)/3(a—2)

T3
2512'3

51

T2

T2
+ axs

T
2331
2£C1

Ako je a = 2 sustav je nesuglasan (r(A) < r(Ab)). Ako je a # 2 ra¢unamo

Zadatak 93 Diskutirajte sustav
u ovisnosti o parametru a.

Rjesenje:



T = 1/3
= Xy = 2/(a—2) .
rs = (a+4)/3(a—2)

Zadatak 94 Diskutirajte sustav

21‘1 + 3%2 — T3 + x4 = 1
r1 — X9 + 23 — x4 = a
31’1 + 2.%’2 + Z3 = 4

U 0VISNOoSti 0 parametru a.

Rjesenje:
[2 3 -1 1 | 1 -1 2 -1 | a
1 -1 2 -1 ]al|~|2 3 -1 1]1
'3 2 1 0| 4 3 2 1 0| 4
(1 -1 2 —1 | a 1 -1 2 -1 | a
~ |0 5 -5 3| 1-2a|~|0 5 =5 3| 1-2a
0 5 =5 3 | 4-3a 0 0 0 0| 3—a

Ako je a # 3 sustav je nesuglasan, a ako je a = 3 sustav je suglasan i
neodreden. 0

Zadatak 95 Rjesite matricnu jednadzbu AX = B ako je A = [ 23 -l } , B=

Bl o

Rjesenje:

[2 3—1} o _[1} 20, + 31y — x5 = 1

3 —2 1 2 31’1 — 2$2 + x3 = 2
xs3
2 3 -1 | 1 5 10| 3 510 | 3
3 -2 1|2 3 -2 1] 2 13018
T = t Ty 0 1
= To = 3—5t = T = 3 + 1 -5 ,tER.
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Zadatak 96 Rjesite matricnu jednadibu X A® + A* = XA — AY ako je

0 1
=[P 1]
Rjesenje:
X (A% — A) = —A" — A", A*:[_(l) _é]
0 1 01 10
2_ o o .o
A—{l 0}{1 O]_{O 1]-[ za parne potencije
10 01 01
3_ o o .o
A_[O 1}[1 O}_[l O]_A za neparne potencije
8 a_ 7 a_|1O} 01y _ 1 -1
— A —A=T A‘[o 1 1o | -1 1
= det(A%—A) = 0 = (A%—A)~! ne postoji pa rjeSavamo sustav X (I—A) = 0
rn — w12 = 0
11 T12 1 -1 - 0 0 —Tr11 + T2 = 0
<:>|:$U21 I22:||:—1 1]_[0 O:|<:> 1'21—1'22:0
—Z91 + T2 = 0
a a
:>:c11—x12—a,:>x21—:c22—b:>X—{b b:|, &,bER.

5 Funkcije dviju i viSe varijabla

Funkcije ¢ije je podruéje definicije (domena) podskup jednog od sljedecih
skupova

R* = {(z,y) ;z,y e R}
R® = {(z,y,2) ;2,y,2 € R}

R* = {(z1,29,23,24) ;7 € R, i = 1,2,3,4}

nazivamo funkcijama dviju, tri ili ¢etiri varijabla.

Primjer 3 1. f(z,y) =y, R*> (v,y) — z-v.
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2. fla.y) = aretg ; f(o,a) = 1

5 Sy 2) = e

4.
x
f@y,2)=ar+by+cz=[a b c] |y
z
5. .
P=c—
ST
P tlak, T temperatura, V volumen.
6.
a? + b + 2,

D prostorna dijagonala kvadra sa bridovima a, b, c.

5.1 Domena funkcije dvije varijable

Ako je zadano pridruzivanje (z,y) — 2z = f(z,y), onda se skup
D={(z,y); f(z,y) e R} CR?
naziva (prirodnom) domenom funkcije f.

Zadatak 97 Odredite domenu funkcije f(z,y) =1In 2z —y + 1).
Rjesenje: 2 —y+1>0

20+
15+

10+
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Zadatak 98 Odredite domenu funkcije f(z,y) = Vax +1+ ﬁ
Rjesenje: x > 1, y < 2

Zadatak 99 Odredite domenu funkcije f(x,y) = /4 — 22 —y>+1n(x + y).
Rjesenje: 2> +y?> <4, x+y >0

Zadatak 100 Odredite domenu funkcije f(x,y) = arccos % Odredite $to
su niwo-krivulje (ekvipotencijalne krivulje) ove funkcije.

Rjedenje: —1< ¥l < 1= y=ldz 5 y-loz o
- T = x = z >

¢ = arccos 2 =y =cosc-x+ 1= ekvipotencijalne krivulje su pravci.

0
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5.2 Plohe i krivulje u R?

Plohe prvog reda: ravnina (graf afine (linearne) funkcije dviju varijabla)

Plohe drugog reda: Vidi http://www.pbf.hr/matematika/matematika2/plohe.pdf
Pravac u prostoru: - krivulja (parametarsko zadavanje, ne kao graf funkcije)
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5.3 Diferencijalni racun funkcija dviju ili viSe varijabla
5.3.1 Parcijalne derivacije prvog reda

Neka je f : D — R, D C R? dana funkcija dviju varijabli: D > (z,y) —
f(z,y) 1 (zo,y0) € D. Parcijalne derivacije prvog reda su definirane sa:

of . fl@o+ Am,yo) — f(w0,v0)
%(xo’ Yo) = Alggo Az

of o f(wo,yo + Ay) — f(xo,%0)
@_y(‘r(by()) - AIQIJIBO Ay .

Primjetimo da iz definicije parcijalnih derivacija slijedi da su to ”obi¢ne”
derivacije funkcija jedne varijable

T f<$7y0)7

Yy f<x07y)7

pa se nasljeduju i osnovna pravila deriviranja (zbroja, produkta, kvocjenta,
kompozicije).

Takoder iz geometrijske interpretacije derivacije funkcije jedne varijable
neposredno slijedi da je jednadzba tangente (tangencijalni pravac) na krivulju
dobivenu presjekom plohe (grafa funkcije f) z = f(x,y) i ravnine y = yo u
tocki (zo, Yo, f(zo,yo) dana sa

" $—$o_y—yo_2—f($0>yo)
1 .- =

1 0 %(3307 Yo)

Na isti nacin se dobije jednadzba tangencijalnog pravca na krivulju koja je
presjek plohe z = f(z,y) i ravnine = = xy u tocki (xg, yo, f (o, yo)):

x—xo_y—yo_z—f(fco,yo)

ta... = =
0 1 g—i(xo,yo)

Zadatak 101 Po definiciji odredite %(4, —1) i 3—5(4, —1) ako je f(x,y) =
v1—"2zy.

Rjesenje:
oo b7 = Jim, A
. V/1=24+An)(-1)—y/1—-2-4-(-1) . 9+2Azr -3
= lim = lim
Az—0 Ax Az—0 Ax
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94+2Ax —9 2 1

= lim = lim =—_.
Az—0 Az(v/9 +2Ax +3)  A2-04/9+4+2Ax+3 3

0 4, -1+ Ay) — f(4,-1 1—-2-4-(—1+Ay)—3
69 Ay—0 Ay Ay—0 Ay
I 9—-8Ay —3 y —8Ay 4
= Jm = lim __=
Ay—0 Ay Ay—0 Ay(m + 3) 3
a
Zadatak8102 Po definiciji parc. derivacije odredite funkcije (z,y) — g—i(x, Y),
(z,y) — yg(x,y) ako je f(x,y) = et 2y
Rjesenge:
O ()= tim JEHATY) = fley) eI — et
Hp DY) = ol = lim
ox Y Az—0 Ar A Ay
Az _ 1
— 2 iy _at2y
€ Alclclllo Ax e .
of flz,y+Ay) — f(z,y) e 2y+AY) _ oty
_(xay) = lim — lim
8:9 Ay—0 Ay Ay—0 Ay
2A oA
W fym & ol WY fim & ol 2% T2y,
Ay—0 Ay Ay—0  2Ay

O

Zadatak 103 Koristeci tablicno deriwviranje odredite % 1 g—; ako je a) z =

arctg ¥ b) z = av.

Rjesenje:  a)

9 _ 1 <_i>: Y
ox 14 (2)2 22 2?2 + y?
%_ 1 l B x
Gy_1+(%)2 v) a2 4y?
b)

0z

-7 y—1

o yxrs -,

g—;—xylnx
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Zadatak 104 Odredite af oI 9L " qko je

i’ Oy’ 0z’
flz,y,2) =a¥".
Rjesenje:
of
— y*-1
O =y -x )
a ¥4 ¥4
8_f =2 Inz 2y =a¥ y* l2Inz,
Y
0 .
(‘3_]; =2¥ Inx -y Iny.

Zadatak 105 odredite % i —Z ako je z(x,y) = xln (xy).

Zadatak 106 Provjerite zadovoljava li funkcija z = In (2 + xy + y?) parci-
jalnu dif. jedn.

0z n 0z 5
rT—+y— =2.
ox y@y
Rjesenje: Kako je
0z 1
or x2+xy+y2(2x+y)7
0z 1
By = Eray g T
to se uvrstavanjem dobije:
82 0z 1 1 2(z% + xy + y?)
i (204 y) Yy (a+2y) = =
T or y(‘?y x2—|—xy—|—y2(x v) ny—i—xy—i—yz(x v) x2 + zy + 1y?

a
Zadatak 107 a) Odredite jednadzbu tangente krivulje koja je presjek ploha
z =g, Y =2 u tocki T(3 2,9). b) Odredite jednadzbu tangente krivulje

koja je presjek ploha z = x =3 utocki T(3,2,9).

2 37

Rjesenje:  a) Kako je 8—; = 2 72, to je 8Z(3 2) = 2§f3 = 6, pa trazena
jednadzba tangente glasi

y r—3 y—2 z-9

T 0 6

b) Kako je g—; =% ——=Y 375’2, to je 82(3 2) = (2’29;23)22 = —36, pa trazena jednadzba
tangente glasi

y r—3 y—2 z—-9

2. == =

o 1 =36
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5.3.2 Parcijalne derivacije drugog i visih redova. Schwarzov teo-
rem.

Parcijalnim deriviranjem funkcije dviju varijabli f : D — R, D C R? dobi-
vamo dvije nove funkcije dviju varijabla

0 0
a—i(%y), 8—‘5(%@-

Parcijalno derivirajuéi svaku od tih funkcija po obje varijable dobivamo cetiri
parcijalne derivacije drugog reda:

o*f B o (0f 0*f B o [(0f
8_9:2(x’y) = oz (%) (z,y), ayax(x’y) = 8_3/ (%) (z,y),

e =5 (2) o S = 2 (L),

Primjer 4 Odredimo sve parcijalne derivacije drugog reda funkcije f(x,y) =
a3 + b’y + Txy?.
Odredimo prvo parcijalne derivacije prvog reda:

of af
oz dy

= 322 + 10zy + Ty, = 52?2 + 14xy.

Ponovnim parcijalnim deriviranjem dobivamo:

*f of 0 f of
— 1 1 14
022 Ox (ﬁx) bz + 10y, yor Oy <8x) Oz + 14y,

02 f of *f of
=1 14 — = 14zx.
8:1:83/ o <(’3y) O+ Ly, y? 8y (03/) )

Primjetimo da smo u gornjem primjeru dobili jednakost funkcija (mjesovitih
parcijalnih derivacija)

o0 f B 0*f
dydx  Oxdy’

Dobivena jednakost vrijedi i opéenitije Sto je izrazeno u sljedeé¢em teoremu:

Teorem 7 (Schwarzov teorem) Ako su mjesovite parcijalne derivacije 8% (%)

1 aa_x (%) neprekidne na D C R?, onda je

2 (E) =5 (L) wn
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Napomenimo da Schwarzov teorem govori o nezavisnosti o poretku parci-
jalnog deriviranja, §to ¢emo i podrazumjevati kod definiranja parcijalnih
derivacija visih redova.

Parcijalne derivacije treceg reda dobivamo parcijalnim deriviranjem svih
parcijalnih derivacija drugog reda (ne uvazavajuéi Schwarzov teorem dobili
bi osam parcijalnih derivacija treceg reda, 16 parc. der. ¢etvrtog reda itd.)
U uvjetima Schwarzovog teorem imamo sljedece 4 parcijalne derivacije treceg
reda:

Bf OBf Bf  Of

0x3’ Oyox?’ Oy20x’ Oy3’
Analogno definirajuéi parcijalne derivacije ¢etvrtog reda, sve parcijalne derivacije
cetvrtog reda glase:

ot . . N
3_{’ sva cetiri puta deriviramo po varijabli =,
x
o'f . . o .
W, tri puta deriviramo po varijabli z, jednom po var. y, neovisno o poretku,
o'f - S .
552072 dva puta deriviramo po varijabli x, dva puta po var. y, neovisno o poretku,
If . N : .
M, jednom deriviramo po varijabli z, tri puta po var. y, neovisno o poretku,
o' f o . N
8_3/4’ sva cetiri puta deriviramo po varijabli y.

Napomena 1 Koliko razlicitih parcijalnih derivacija cetvrtog reda bez uvazZavanja
Schwarzovog teorema dage istu parcijalnu derivaciju cetvrtog reda wvaZavajuci
Schwarzov teorem za svaki od gorngih slucajeva? Odgovorite na isto pitanje

i za parcijalne derivacije petog i visih redova.

Zadatak 108 Ispitajte jednakost u Schwarzovom teoremu za funkcije
a) f(z,y) =In(2? —y) b) f(z,y) = arctg L.

Zadatak 109 PokaZite da je funkcija f(x,y) = In(2® +y?) harmonijska
funkcija tj. da zadovoljava Laplaceovu parc. dif. jedn.
s

axz—i-a—yQIO.
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Zadatak 110 Pokazite da je funkcija
1

Va2 +y?+ 22

harmonijska uw R?\ {(0,0,0)} tj. da zadovoljava Laplaceovu dif. jedn.

f(x7y7 Z) -

0*f O*f Of
0x? * 0y? + 022 0
za svaki (z,y,z) # (0,0,0).

Zadatak 111 Odredite vrijednost svih parcijalnih derivacija cetvrtog reda
funkcija a) f(z,y) = a* b) f(z,y) = 2% c) f(z,y) = 2%y ¢) f(2,y) = vy’
d) f(z,y) =y* u 0(0,0).

Zadatak 112 Odredite koja je parcijalna derivacija desetog reda funkcije
flz,y) = z"y® u 0(0,0) razlicita u 0, te izracunajte njezinu vrijednost.

5.3.3 Diferencijali funkcije dviju varijabla. Linearne i kvadratne
aproksimacije.

Prisjetimo se da prvi diferencijal predstavlja linearni dio (totalnog) prirasta
funkcije (linearan u smislu linearnosti prirasta nezavisne varijable) i za funkciju
jedne varijable y = y(z) u zy defiran je sa dy = y'(xo)dz. Motivacija za
takvo uvodenje prvog diferencijala se vidi iz jednadzbe tangente y — y(x¢) =
y'(zo)(x — o) (zamjeni se y — yo sa dy, a x — xg sa dr = Azx. Totalni ili prvi
diferencijal funkcije z = z(z,y) u (zo,yo) definiran je sa:

0z 0z
dz(xo0, yo) = %(ﬂfo, Yo)dx + a—y(i’?o,?/o)dy

Navedeni oblik prvog diferencijala kao linearnog dijela totalnog prirasta Az(xg, yo) =
z(xo + Az, yo + Ay) — z(0, yo) dobiven je iz jednadzbe tangencijalne ravnine

0z 0z
T...2 — z(:vo, yo) = %(xo,yo)(x - JUo) + a—y(ﬁfo,yo)(y - yO)

na plohu z = z(z,y) u tocki (xg, yo).

Napomena 2 Tangencijalna ravnina ocito sadrzi tangencijalne pravce ty
ity (v. definiciju parcijalnih derivacija) ciji su vektori smjera $1 = i +
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%(xo,yo)/; i S =g+ g—;(mo,yo)g. Kako je u tom sluéaju vektor normale
tangencijalne ravnine

. R . LJ 92 k 32 - aZ - -
n=sxXs=|10 §($o,yo) = —%(ﬂfoayo)l - 8_(1'0,3/0)3 +k
01 f_z(fﬂoayo) Y

<

wvrstavanjem u opci oblik jednadzbe ravnine

0 0
—a—;($0,yo)($ - 950) - a—;(o”ﬁo;yo)(y - yo) + 1(2 - Zo) =0

odakle slijedi navedena jednadzba tangencijalne ravnine

0z 0z
m...z— 2(20,40) = %(x(b Yo)(x — x0) + a—y(iUm?Jo)(y — o).

Zadatak 113 Odredite prvi diferencijal funkcije z = arcsin%. Zapisite to-
talni prirast funkcije z u tocki T(1,2). Izracunagte (koristeéi kalkulator)
vrijednost tog totalnog prirasta za prirast nezavisnih varijabli Ax = 0.2,
Ay = —0.3. Odredite dobiveni prvi diferencijal uw T(1,2), te njegovu vri-
jednost za Ax = 0.2, Ay = —0.3.

Rjesenje:
0z 1 I 1 0z 1 ( x) B x
N T N TR Y2 —a?
1 x
= dz = ——dor — —————dy.
y? 22 N
1+ A 1 1+ A
Az(1,2) = z(14+Ax, 24+Ay)—2(1,2) = arcsin 5 ::: A:;—arcsin 5= arcsin 5 i Az—%.
Uvrstavanjem Az = 0.2, Ay = —0.3 dobije se
1+02 =
Az(1,2) = i — — = 0.26033.
2(1,2) = arcsin 503 &

Uvrstavanjem T'(1,2) u gornji oblik prvog diferencijala dobije se

dz(1,2) = ?dz — ?dy,
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sto za dr = Ax = 0.2, dy = Ay = —0.3 daje

dz(1,2) = go 2 — £(— 3) = 0.20207.

Primjena prvog diferencijala kao linearne aproksimacije:

N of of
flx+ Az, y+ Ay) = f(z,y) + 0:)3AI+ 8yAy,

gdje su Az i Ay "male” vrijednosti.

Zadatak 114 Za koliko se priblizno promjeni volumen kruznog valjka (r =
3em, H = bem) ako se polumjer baze wveca za 0.02cm, a visina smanji za
0.0lmm.

Rjesenge:
oV oV
=r’nH = AV = dV = —Ar+ ——AH,
V=r’tH = AV ~dV 5 AT+ o
pa iz 9F = 2rrH, 3% = r’r i Ar = 0.02, AH = —0.001 imamo

AV =2.3-7-5-0.02 + 3%7(—0.001) = 0.5917.
O

Zadatak 115 Priblizno pomocu prvog diferencijala (linearne aproksimacije)

odredite /5.9 + /4.2.

Rjesenge:

z=q/rx+y, t=6, y=4, Az =-0.1, Ay =0.2,

0z B 1 0z 1 1

0r 33w+ ok dy 3yt ViR 2Jy

V5.94+vV42 ~ 6+ Vi4 —— )+ L L (02
\/6+\/_ 3¢/(6+ vap 2V4

0.1
_ oo 01 02
12+48 9958.
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Visi diferencijali (diferencijali viseg reda): Visi diferencijali se definiraju
induktivno ili rekurzivno. Npr. drugi diferencijal jest:

0 0
d22($07 yo) = d(dz)(foyyo) =d <a—;d$ + a—;dy) (x())yO)

0z 0z 0 [0z 0z

0
=3 <%daﬁ + a—ydy) (0, Yo)dz + oy (adaﬁ + 8_ydy) (o, yo)dy,

Sto koristenjem Schwarzovog teorema daje oblik drugog diferencijala
0z 0z 02z

d*2(xo, yo) = @(ﬁoa Yyo)dx® + 28x8y(x0’ Yo)dxdy + a—y2($07 Yo)dy

Opcenito:
0 0 " " /n o o
dz=—dr+ —d = ———dx""'dy".
- <8m x+6y y) - ZZ; (i)@x""@y’ v

Vise diferencijale kao i kod funkcija jedne varijable, koristimo u aproksimaci-
jama visih redova:
Kvadratna aproksimacija:

1
Az(zo,yo) ~ dz(zo, yo) + gdzz(%;yo)'
Kubna aproksimacija:
1, I
Az(zo, yo) ~ dz(zo,yo) + Ed z(z0, Yo) + gd 2(0, Yo)-
Zadatak 116 Izracunajte diferencijal drugog reda d*z za funkciju z = e*v.

Odredite d*>z(0,0). Izracunajte vrijednost drugog diferencijala funkcije z =
2(z,y) w0(0,0) za Ax = —0.2, Ay = 0.4.

Rjesenge:
0z z
a—:emy~y:yemy, a—:e$y~x:xezy
x Y
0%z 0%z 0%z
= 9z yPe™, e e + xye™, ek e
b xy Yy

= d?z = y?e™da® + 2(e™ + xye™)drdy + 2*e™dy?.

Sada d?2(0,0) = 2dxdy pa za Ar = —0.2, Ay = 0.4 imamo d?z(0,0) =
2(—0.2)(0.4) = —0.16. 0
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Zadatak 117 Koristeci linearnu, kvadratnu i kubnu aproksimaciju odredite
priblizne vrijednosti od sinl-1n1.2.

Rjesenje: Uzmimo z(x,y) = sinxIny pa je onda

z 0z sinz
— =cosxlny, — =
ox

dy y
02z — 0%z  cosx 0%z sin x
—— = —sinzlny, = , =— ,
Ox2 4 0xdy y = 0y? y?
Pz szl 0Pz sinz 0%z cost 0% 2sinx
— = —coszln = - = — =
Ox? 4 0x20y y | O0xdy? y2 T Oyd Y3
Kako je vp = 3, Az =1- 3 ~ —-0.05, yo =1, Ay = 0.2 imamo:
linearna aproksimacija:
sin &
sinl-1In1.2 ~ sin g In1+ cos g In 1(—0.05) + —2 - 0.2 = 0.1732,
kvadratna aproksimacija:
sinl-Inl.2~0.1732
1 .o 9 cos § sin ¢ 5
t 3 <— sin 3 In1(—0.05)" + QT(—0.05) 0.2 — T 0.2
= 0.1732 — 0.0223 = 0.15009,

kubna aproksimacija:

sinl-In1.2 ~0.1509

1 T 3 sin % 5 CoS % 5 2sin % 5
+ G (— cos 3 In1(—0.05)° — BT(—O.O5) -0.2-3 B (—0.05) - 0.2° + BEEI 0.2
= 0.1509 + 0.0026 = 0.1535.

5.3.4 Derivacija slozene funkcije (”lancano pravilo”)

1. z= f(z(t),y(t))

dt — or dt

dz _0f dx Of dy
Jy dt

2. z = f(z(u,v),y(u,v))

dz Of Odx Of 0Oy 0z Of Ox Of Jy

u_0r Ou 9y ou v or v oy ov
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Zadatak 118 Odredite Zf 20 z = 2% + 3vy + 5y?, x =sint, y = cost.

Rjesenje: 1z 6—; =2+ 3y, =3z + 10y, =sint i % = — cosx imamo

d
d_j = (22 + 3y)sint + (3x 4+ 10y)(—sint)
= (2sint + 3cost)cost — (3sint + 10cost)sint

= 3cos2t — 4sin 2t.

O
Zadatak 119 Izmcunayte 81} 20z = 2’ +ay+y? i = 2utv, y=u—2v.
Rjesenge:
0z
Evn 2rx+y) -2+ (z+2y) -1 =5x+4y = 5(2u+v) +4(u—2v) = 14u — v,
U
0z
P 2r+y)- 14+ (z+2y)(—-2) = -3y = —3(u—2v) = —3u + 6v.

O

Zadatak 120 Predmet se kreée po krivulji v = 2 + 3t, y = t*> + 4. Kojom
brzinom se mijenja udaljenost predmeta od ishodista kada je t =17

Rjesenje: U trenutku ¢ predmet se nalazi u tocki T'(z(t),y(t)) i njena je
udaljenost od ishodista z = /x? + y Brzinom s kojom se mijenja udal-
jenost predmeta od ishodista je tada 2 37> ba imamo

Y SN
dt /12 + 42 /12 + 42
Zat=1jex =251y =>5 paslijedi
d 5 ) 5v2
i), v ° T Vmo 2
ad

Zadatak 121 Transformirajte sljedece PDJ u nove varijable u i v zadane
sau=x+Y, v=uaYy:

11: 0.

—yg =

2z +yg =0.
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Rjesenje: Koristenjem lancanog pravila dobije se:

0z 0z0u  0z0v 0Oz 0z
%_%fh v Oz 8u+y8v
dz 0z0u 0z0v 0z 0z
dy  oudy owoy  ou v

1.) Uvrstavanjem dobivenih formula dobije se:

0= x%—% 8z+ 0z 8z+xaz _(_>%
“Yor Yoy T "\ou Yo ou au) TV T Yoy
odakle se dobije
0z

pa zakljuéujemo da funkcija z = z(x,y) (koja je rjeSenje razmatrane PDJ),
osim na pravcu y = x, ima oblik z = f(v) = f(zy). Provjerite to neposredno.
2.) Uvrstavanjem dobivenih formula dobije se:

(LT (AN WY (A R LA P
~or Yoy T \ouw au )T o T o) T T au T au T Mo
Trazena transformirana PDJ sada glasi
0z 0z
O

Zadatak 122 Transformiragte sljedece PDJ u polarne koordinate:

1. xaz yax—O

2. $a_;+ya_;:1

92\2 822_
5.(%)"+ (%) =1
4 55+55=0

Rjesenje: Koristimo vezu x = r cos ¢, y = rsin ¢. Navedene parcijalne dif.
jedn. moramo izraziti pomoc¢u varijabli r i ¢ i funkcije Z(r, p) = z(z,y) =
z(r cos @, rsin ) (koja se ¢esto u "primjeni” oznacava istom oznakom z. Ko-
riste¢i ”lancano pravilo” dobije se:

0Z  0z0x 0z ay

0z
or ozor oyor cos tineg,
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0Z 0z 0x 492 0z 8y
&p " Oz 84,0 dy (‘9@
Kako u svim primjerima imamo izraze koji sadrze % i —; rjeSimo gornji

linearni sustav koriste¢i Cramerovo pravilo. Primjetimo prvo da je determi-
nanta sustava jednaka

0z N 0z
= —rsingp— + rcosp—.
ox oy

D— cosp  sing |
| —rsing rcosp |
Odavde je
g—f sin @
0z £ T Cos 0Z sinpdZ
— = = cos —
Ox r Yor Ty 0y
cos %—f
0z —7sing 3—Z _ cosp0Z 07
— = 14 + sin p—.
dy r r 8(,0 or

1.) Koristenjem gornjih formula dobije se:

0z 0z cosp 07 oz ) 0Z sinpdZ
O=2——y—-— =rcosy + sinp— | —rsiny | cos p— — —
x r (’390 or or r Oy

07
=%
Sto znaci da funkcija Z ovisi samo o radijalnoj komponenti r, tj. svaka

funkcija z oblika z(x,y) = f(v/22 + y2) = g(2® + y?) je rjeSenje razmatrane
PDJ. Provjerite to neposredno!
2.)Analogno:

1= x%jL % =rcosp | cos 8—Z — s1ngan -+7 sin COS('O@—Z + sin 0z ra—Z
Ox y@y N v 7 or r dp 7 Oy or or’
odavde je
8Z 0z 1
= 1@E—F<:>Z(r,<p)—lnfr+F(<p),

pri ¢emu je F' proizvoljna derivabilna funkcija. Kako je r = /22 + 42, tgp =
2, to dobivamo da je svaka funkcija oblika

1
2(2,y) = 5 In (2 +y?) + Flarctg 2)

69



rjeSenje promatrane PDJ. Provjerite to neposredno!
3.) Uvrstavanjem i kvadriranjem se dobije

9Z\" |1 (02\"_
or 2\0p)
4.) Cupavo. 0

5.3.5 Deriviranje implicite zadanih funkcija

Iz lancanog pravila slijede sljede¢e formule za deriviranje implicite zadanih
funkcija jedne ili vise varijabla:

OF OF d d 9r
Fla,y)=0= "+ .Y o= Yo _o

— 0z
oz | Oy dx dx 8—5

Ako je funkcija z = z(z,y) zadana implicite sa F(z,y,z) = 0, onda je

oF

9z _ &
_ OF
dr G
oOF

9z _ &y
=~ ar
dy 5

Zadatak 123 Odredite y'(x) za funkciju zadanu implicite s yz* — e¥ = 0.

Rjesenje:
or or 5 ros 2zy
B~ 2%, 8—y—x —e :>y(x)——$2_ey.
a
Zadatak 124 Odredite fc a za funkciju zadanu Zmplzczte st —2y*+22—
dr + 2z — 5 = 0. Izracunagte g;(l,()), gz(l 0), 612(1 0), 2 ay 2(1,0)
Rjesenje:
0z 0z 0z 4—2r 2-—x
9 +2:2 4422 _ g & _
v “or * Ox or 2z2+2 241’
0z 0z 0z 4y 2y
—Ay+22—+4+2—=0=> — = = .
vt Z8y+ dy Jdy 2z+2 z+1
O
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5.3.6 Lokalni i globalni ekstremi funkcija dviju varijabli

Nuzan uvjet: Ako funkcija f u Ty(zo,yo) ima lokalni ekstrem, onda je
g’; (0, yo) = gg (x0,y0) = 0 (stacionarna ili kriticna tocka).

Dovoljni uvjeti: Neka je Ty(zo, yo) stacionarna tocka funkcije f tj. neka je
gi (x0,Y0) = gg(:vo, yo) = 0. Ozna¢imo sa

2
D _ gx];(l'o,yo) %(1’07?/0)
(z0,90) = 92§ (z 5y
ozxdy 0790) oy? (:L‘())yO)

determinantu parcijalnih derivacija drugog reda u Ty(xo, o) (Hessian u To(xo, 4o))-
Razmatranjem predznaka drugog diferencijala (u ovisnosti o prirastima neza-
visnih varijabli Az 1 Ay) u Ty(xo,y0) (primjetite da je prvi diferencijal u
T(xo,10) jednak 0) dobije se:

1. Ako je D(zg,y0) > 0, onda f u Ty ima lokalni ekstrem. I to:

(a) Ako je x0,Yo) > 0, onda f u Ty ima lokalni minimum.

2. Ako je D(xg,y

)
oA
(b) Ako j Je (xo,yo) < 0, onda f u T ima lokalni maksimum
0) < 0, onda f u T nema ekstrem (ima sedlastu tocku)
) =

3. Ako je D(xg,y0) = 0 treba ispitati predznak visih diferencijala.

Zadatak 125 Odredite lokalne ekstreme funkcije z = x* 4+ y* — 22% + dxy —

292,

Rjesenje:

0 o)
—f:4933—4:v+4y:0, —f:4y3+4x—4y:0
ox oy

=4 + 4P = 0= 4@+ y)(@® —zy +y) =0= 2= —y

= T1(0,0,0), Ta(V2,—V2,8), T3(—v2,V2,8).

Sada,
>f 0*f 82f 2 >
= 1222 —4 =4 =12y*—4 = D = (1222 —4) (122 —4)—1

paza Ty, D = 0 sto znaci nema odluke, a za Ty i T3, D = 384 > 0 pa
ekstrem postoji i kako je 2 o 9°J =20 > 0 u tim je tockama minimum funkcije.
O
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Zadatak 126 Odredite tocku ravnine 2x — y + 2z = 16 koja je najgbliza
1shodistu.

Rjesenje:  Udaljenost neke tocke T'(z,y, z) od ishodista je /22 + y? + 22,
pa je dovoljno traziti minimum od funkcije g(x, v, 2) = 2% + y* + 2. Kako je
T tocka u ravnini 2x — y + 2z = 16 imamo

g(7,y,2) = f(r,2) = 22 +(2(x+2)—16)*+2* = 5’ +52°—64x—642+812+256.

Sada,
0 0
—f:10x—64+8,z:0, —f:102—64+8x:0
Ox 0z
>Tr=z= 32 =T 32 16 32
9 9" 979 )"
Kako je
0*f 0*f 0*f
2L =8, 2L =10=D =100 — 64 =
o2 0, EReR 8, 5.2 0= 00 — 64 =36 > 0,
pa ekstrem postoji i zbog % =10 > 0 u tocki 7" imamo minimum d(OT') =
16
2. g

3

Zadatak 127 Zavod za pakirangje u nekoj tvornici dobio je zahtjev za proizvod-
nju pravokutnih (kvadarskih) kutija volumena 48dm?, bez gornje strane, podi-
jeljenih sa (uspravnom) pregradom na dva jednaka dijela. Odredite dimenzije
kutije sa minimumom utroska materijala

Rjesenje:  Neka su sa x, y, oznacene duljine bridova baze kutije pri ¢emu
pregrada raspolavlja brid sa duljinom x. Neka je sa z oznacena duljina visine
kutije. Sada je V = zyz = 48. Povrsina utroSenog materijala iznosi O =
xy + 2xz 4+ 3yz. Kako iz uvjeta za volumen dobijemo z = ;1—2, uvrsStavanjem
u povrsinu dobijemo

48 48 96 144

O=2y+2r—+3y— =axy+ — + —.

zy Y Y x

Funkcija ¢iju minimalnu vrijednost trazimo sada glasi

96 144
fle,y) =oy+ — + —.
y e

Stacionarne tocke: Parcijalnim deriviranjem se dobije:

oF 1 05w
or Y g2 oy e
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Izjednacavanjem sa 0 parcijalnih derivacija dobije se sustav
yr? =144, zy* = 96,

sto dijeljenjem daje
xr 144 3 N 3
_= — = — xr = —
y 96 2 27

Sto uvrstavanjem u prvu jednadzbu daje

3 2
y(§y> =144 =y =64=y=4

Stacionarna tocka: T'(6,4) tj. x = 4dm, y = 6dm.
Dovoljni uvjeti:

Of 288  O%f 288 4
9w o Y= Ty
o*f 0*f

P =1= ayax(6,4)—1.
9f 192 9%f 192
T T A T

Odavde je vrijednost Hessiana u 7'(6,4) jednaka D(6,4) =

2 _
1.3-12 =

3 > 0. Zaklju¢ujemo da funkcija f u 7°(6,4) ima lokalni ekstrem, a kako je

%(6, 4) = % > 0 zakljucujemo da se radi o lokalnom minumumu. Kako je
to jedini lokalni ekstrem radi se i o (globalnom) minumumu funkcije.
Zakljucak: Optimalne dimenzije kutije su: x = 6dm, y = 4dm, z = 2dm. O

Zadatak 128 Odredite lokalne ekstreme nenegativne funkcije z

zadane implicite sa x° — 2z +y* + 4y + 22 + 22 = 0.

Zadatak 129 Podijelite broj na tri pozitivna dijela tako da suma produkta

po dva dijela bude najveca.

Rjesenje: Neka je x +y+ z = a pa trazimo maksimum funkcije g(z,y, z) =

xy + xz + yz. Imamo

9(z,y,2) = f(z,y) = zy+az(a—z—y)+y(a—z—y) = —2° -y’ —ay+zatay.

Sada,
of of

—=-2r—y+a=0, =—=-2y—xr+a=0

ox
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N a :>T<a a a)
Tr = = — —_ = =
VT 333
Kako je
0 f 0 f 0 f
— = =—1, =—5=-2=>D=4-1=3>0
Ox? Oxdy T Oy? ’
pa ekstrem postoji i zbog % = —2 < 0 u tocki T" imamo maksimum "3—2 d

6 Obicne diferencijalne jednadzbe

Obicna diferencijalna n—tog reda dana je opc¢enito izrazom

F(x7 y? y/7 A 7y(n)) = 07

pri ¢emu se trazi funkcija y = y(x) koja uvrstavanjem u gornji izraz daje
jednakost.

Ako se rjesenje dade zapisati u obliku f(x,y, Cy,Cy,...,C,) = 0 (implic-
itni oblik) kazemo da je dobiveno opce rjesenje. Ako se moze opée rjesenje
je bolje zapisati u eksplicitnom obliku y = fi(x,Cy,Cs, ..., Cy).

Primjetite da se broj slobodnih konstanti u opéem rjesenju podudara sa
redom dif. jednadzbe (red najvise derivacije koja se javlja u diferencijalnoj
jednadzbi).

Zadatak 130 Formirajte diferencijalnu jednadzbu cije opée rjesenje je
y = Ca? — x.

Rjesenge:
"+1 "+1
y’zQC’x—1:>C':y * =>y:y2+ - =ay =2y +a.
x
Dobivena dif. jednadzba je prvog reda, osim toga i linearna. 0

Zadatak 131 Formirajte diferencijalnu jednadzbu cije je opce rjesenje
y = C12% 4+ Chx + Cs.

Rjesenje: Kako dif. jedn. mora biti tre¢eg reda, derivirajmo tri puta dano
rjesenje. Dobije se:
y = 3C12% + Cy, 3 = 6C1x, " = 6C,.
Eliminirajuéi C iz zadnje dvije jednadzbe dobije se
y' = xy".

I ova jednadzba je linerana. 0
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6.1 Obicne difrencijalne jednadzbe prvog reda
6.1.1 Separacija varijabli

Ako se diferencijalna jednadzba prvog reda moze zapisati u separiranom ob-
liku
y' = fz)g(y)
(u desnoj strani dif. jednadzbe smo separirali varijable) rjesava se na sljede¢i
nacin: J 0
y' = f(z)g(y) & ﬁ = f(z)g(y) < rol f(x)da,
odakle se implicitni oblik rjesenja dobije iz

sa jednom slobodnom konstantom.

Zadatak 132 Odredite opée rjesenje diferencijalne jednadzbe (xy?+y*)dx +
(2% — 2%y)dy = 0.

Rjesenge:
9 9 29 x+1 l—y,
y(x+ 1)de +2°(1 —y)dy =0/ : 2°y° & p dx + e dy =
1 1 1 1 1 1
(z)/ -+ = d:zc—l—/ ———-)dy=C&hor————-— Iny=0C
r o x? T Ty
ent Yt _go
Y 1Y
a
Zadatak 133 Odredite opée rjesenje diferencijalne jednadzbe 2*19+3%=2y/ =
0.
Rjesenje:
T ro—2 T 2 ‘ 1 !
2°2%dx + 337 Vdy =0/ : 2Y3* & 3 dzr + 8 dy =0
2\" LY’ G (&)
& =) d — | dy=C& 35 + L8 =(C
/(3) x+/(18> Y ? ok
- o I
3#(In2 —In3) 18In18
a
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Zadatak 134 Pod izvjesnim uvjetima Secer se pretvara u dekstrozu brzi-
nom koja je proporcionalna kolicini nepretvorene kolicine Secera. Ako, od
75 grama u momentu t = 0, 8 grama se pretvort za 30 minuta, odredite
pretvorenu kolicinu Secera nakon 1.5 sati.

Rjesenje: Neka je x kolicina Secera pretvorena za t minuta. Tada je

dx dx dx
%—k(75—x)<:>75_x—k:dt<:>/75_x—k/dt+0

& —In(75 —z) =kt + C.

U slucaju da ne znamo realne podatke (tj. da je 0 < x < 75 opce rjesenje bi
morali zapisati u obliku |z — 75| = Cie™*, C; > 0. Zat = 0 imamo x = 0
paje —In75=C= —In(75 —z) = kt — In75.

Zat =30 imamo x = 8 pa je —In67 = 30k —In75 = 30k =In75 — In67 =
k = 0.0038. Dakle,

—In(75 — ) = 0.0038t — In 75 < In(75 — ) = In 75 — 0.0038¢.
Sada, za t = 90 imamo
In(75 — ) = In75 — 0.0038 - 90 < In(75 — x) = In(75 - e **2)

S5 —x="75-¢ " & 1 =751 - e %) = 21.7 grama.

6.1.2 Homogena diferencijalna jednadzba prvog reda

Ako se diferencijalna jednadzba dade zapisati u obliku

Y
=
x
kazemo da je homogena. Svodi se na separaciju varijabli uvodenjem nove

funkcije
)

2= y=uz
x
odakle slijedi ¢ = z + 2" ili dy = zdx + xdz.

Zadatak 135 Odredite opée rjesenje diferencijalne jednadzbe y—xy = yIn %
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Rjesenje:  Imamo
y = Yy (1—ln£>,
x Y

g:z:y:xziy':z—irxz’
x

pa uvodimo

, 1 dz dz dx
=242z =z1-In- )| r—=zhz& = —
z dx zlnz z

d d
<:>/ - —/—x+lnC<:>ln|lnz|—ln|x|+1nC’<:>ln|1nz|—ln|Cx|
T

zlnz
Slnz=|Cz| & z=% = Y _ elCel o y = wel?l.
x
g

Zadatak 136 Odredite opce rjesenje diferencijalne jednadzbe xdy — ydx +
¥
re =dr = 0.

Rjesenge:

xdy + (ze™* —y)de =0/ x < dy + (6’% — Q) dx = 0.
T

Sada, uvodimo
y:z:>y:xz:>dy:zdx+xdz,
x

pa imamo

d
zdr+axdz+ (67 —2)de =0 xdz+e *dr =0/ : e * & e*dz + 2y
T

y y C C
S etz =InC s er+nlz| =InC < ex :ln|—| @y:xlnlnm, ¢ > 0.
T T

0

6.1.3 Linearna diferencijalna jednadzba prvog reda

Opd¢i oblik linearne diferencijalne jednadzbe prvog reda je:

Y + f(x)y = g(x). (4)

Ove diferencijalne jednadzbe se mogu rjesiti Lagrangeovom metodom varija-
bilnih konstanti.
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Prvi korak je da se rjesi prikra¢eni (homogeni, $to nema nikakve veze sa
homogenim dif. jednadzbama prethodno obradenim) oblik tj. dif jednadzba

v+ flz)y=0
koji se dade separirati i lako se vidi da je opce rjesenje prikra¢enog oblika

y = Ce I f@de,

Opce rjesenje dif. jedn. (4) se sada trazi u obliku
Y= C(x)e‘ff(m)dx.

Zadatak 137 Odredite opcée rjeSenje diferencijalne jednadzbe y' + 2xy =
202,

Rjesenje:  Prvo rjesavamo jednadzbu 3y + 2zy = 0, pa imamo

dy B . dy o 2 _

— 422y = 0 & dy+2zydr =0/ : y & —+2xdr = 0 & In |y|+2° = In|C(x)|
z Y

Y —x? 2
& =" oy=C o
5 e Y (x)e
Sada imamo ' = C'(z)e™* + C(x)e " (—2x) pa ako to vratimo u polaznu
jednadzbu imamo:

C/(x)e_xg — QxC'(x)e_mQ + 2x0(x)e_’”2 — 222" o C'(z) = 22

2 2 2
<:>C(x):§x3+K:>y: (§$3+K>6_$.

O

Zadatak 138 Osnovano je novo poduzece. Analiza trzista predvida da ce
brzina rasta dohotka poduzeca, u bilo kojem trenutku vremena t, biti propor-
cionalna razlici izmedu stvarnog dohotka u tom trenutku t i gornje granice
10 000 000 kn. Takoder se predvida da dohodak nakon 3 godine bude 4 000
000 kn. U pocetku (t =0) dohodak je 0 kn.

Odredite izraz kojim se moZe odrediti dohodak w bilo kojem trenutku t i
odredite koliko ce vremena proéi dok dohodak dostigne iznos od 8 000 000 kn.

Rjesenje: Neka je A(t) dohodak poduzeca u trenutku t. Prema anlizi trzista
mora biti:

dA
= = k(10— A),
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gdje je k konstanta proporcionalnosti, te je A u milijunima kuna.
Jednadzba % +kA = 10k je linearna diferencijalna jednadzba prvog reda,
pa prvo rjesavamo

% +kA=0% % +kdt=0&InA+kt=InC(t) & At) = O(t)e ™.

Sada imamo A'(t) = C'(t)e " — kC(t)e *" i onda
C' (e ™ —kC(t)e ™ ™+kC(t)e ™™ = 10k < C'(t) = 10ke™ = CO(t) = 10e ¥+ M.
Za rjezenje diferencijalne jednadzbe sada imamo

A(t) =10+ M - "
Konstantu M odredimo iz pocetnog uvjeta (A(0) = 0):

0=10+M-e ™= M=-10= A(t) =10 —-10-e*.
Kako je A(3) =4 to je
4=10—-10-e ™ =k =0.17,

pa je trazeni izraz
A(t) =10 — 10 - %17,

Sada, za A = 8 imamo

8=10—10-¢ %" = ¢t =9.47.

Zmaci, nakon priblizno 9.5 godina poduzece ¢e imati dohodak 8 000 000 kn.O

6.1.4 Bernoullijeva diferencijalna jednadzba prvog reda

Y+ flx)y = g(x)y®, a#0; a#1.

Primjetimo da za o = 0 dobijemo linearnu diferencijalnu jednadzbu, a za
a =1 dif. jedn. u kojoj mozemo separirati varijable.

Supstitucijom (u smislu uvodenja nove funkcije) z = y'= dobivamo lin-
earnu diferencijalnu jednadzbu prvog reda.

Zadatak 139 Odredite opce rjesenje diferencijalne jednadzbe y’—%y =T\/Y.
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Rjesenje:

a=-=z2=y s y=22=y =222
Sada 1 9
90— "Rl mgre ) 2T
T T 2
Prvo rjesavamo
2 d d
Py DN Ll =0« Injz| —2In|z| =In|C(2)| & 2z = C(x)z>.
T z T
Kako je 2/ = C'(z)z* 4+ 2C(z)z imamo
2C 2 1 1
C'(v)2* 4+ 20(z)x — W) _ C'(z) = 5 = Clx) = §ln lz] + K
T T

z@
2
1 2 4 2
=z = §ln|x]+K r*=y=2z (ln|z|+ K)".

6.1.5 Egzaktne diferencijalne jednadzbe (integriranje totalnog difer-
encijala)

Neka je diferencijalna jednadzba dana u obliku
P(z,y)dx + Q(z,y)dy = 0.
Ako postoji funkcija z = z(z,y) tako da je
dz = P(z,y)dx + Q(x,y)dy

kazemo da je diferencijalna jednadzba egzaktna. Kako je dz po definiciji dan
sa

dz = %dx + 8_ydy
to slijedi
0z 0z
% - P(I,y), a_y - Q(I,y)

Primjetiomo da odavde slijedi

Pz opP Pz 2Q
dydxr Oy’ Oxdy Oz’
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pa iz Schwarzovog teorema dobijemo nuzan uvjet za egzaktnost tj.
or _ oQ
oy Oz’
U tom sluc¢aju mozemo naéi funkciju z = z(x, y) tako da je
dz = P(z,y)dx + Q(x,y)dy = 0
pa opce rjesenje dobijemo u implicitnom obliku
2(x,y) = C.

Zadatak 140 Odredite integralne krivulje diferencijalne jednadzbe (y+3)dx+
(x 4+ 1)dy = 0. Odredite onu integralnu krivulju koja prolazi tockom A(1,0).

Rjesenje: Kako je P(z,y) =y +3, Q(z,y) =z + 1, to je

oP 20
I, Ty
oy " Ox

Sada iz dz = (y + 3)dx + (x + 1)dy dobijemo

0
—Z=y+3

= 1.
B x +

z
Y ay

Iz % =y + 3 dobijemo

“(a,y) = / (v +3)dz + o(y) = (v + 3z + (1),

sto daje g—; =z + ¢'(y). Izjednacavanjem dvaju oblika za g—; dobije se jed-

nakost:
z+1=2+¢(y)

odakle slijedi
ly) =1=o(y) =y.

Uvrstavanjem se dobije
z(z,y) = 2(y +3) +y.

Kako iz diferencijalne jednadzbe slijedi dz = 0 dobije se opce rjeSenje u obliku

C —3x
2z, y)=Ceazy+3)+y=C=>y= 1
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Integralne krivulje su hiperbole sa verikalnom asimptotom x = —1 i horizon-
talnom asimptotom y = —3. Ako integralna krivulja prolazi tockom A(1,0),
onda je y(1) =0tj. 0 = % & (' = 3, pa trazena integralna krivulja glasi

3(1 —x
+x
O

Zadatak 141 Odredite egzaktnu diferencijalnu jednadzbu ¢ije su integralne
krivulje parabole oblika y* = Cz, C # 0.

Rjesenje: 1z y* = Cz dobije se C = % Ako stavimo

2

Ary) =" =C

dobije se
2

2
y—zdx + —ydy =0,
x x

time je trazena diferencijalna jednadzba

dz = —

2
2

—y—Qdac + —ydy =0.
x x

Provjerite je li ona egzaktna? Je li dif. jedn. koja se dobije iz nje mnozenjem
sa zajednickim nazivnikom 22 egzaktna? 0

6.2 Obicne diferencijalne jednadzbe drugog i visih re-
dova

6.2.1 Neki specijalni tipovi obi¢nih diferencijalnih jednadzbi dru-
gog reda

L oy®™ = f(x)

Zadatak 142 Odredite opce rjesenje diferencijalne jednadzbe a) y" =
r+10b)y" =x+1.

Rjesenje:
2

y’:/(az+1)dx<:>y’:%+a:+01

2 1 1
@y_/<%+x+6’1)dx<:>y—6x3+§x2+01$+02.
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2. F(x,y',y") = 0 (nedostaje y) Uvodi se funkcija p = p(z) sa
y=p=y"=y,

pa dobijemo diferencijalnu jednadzbu prvog reda (po novoj funkciji p).

Zadatak 143 Rijesite diferencijalnu jednadzbu (1 + x2)y" — 2zy’ =
0, y(0)=3, y(0) =3.
Rjesenje:

dp 2xdx
1+a2%)p —2ap=0& — =
(14 2%)p" — 2xp PR

Shnp=Inl+2%)+InC

p=Ci(1+2%) = (y/(0)=3)3=C, =y =3(1+ 2%
3
<:>y:3(x+%)+02:>(y(0):3) Cy=3=y=3r+2"+3.
O

3. F(y,y',y") =0
U svrhu snizavanja reda diferencijalne jednadzbe uvodi se nova funkcija
p=p(y) sa
dy" _dp dy dp
Y s R e AN 4
y=p=y de dy dx Y pdy
Zadatak 144 Nadite integralnu krivulju y(z) koja zadovoljava difer-
encijalnu jednadzbu yy"(x) = 2(y'(x))? i u tocki A(0,1) ima tangentu
y=2x+1.

Rjesenje:
d d d d
yp_p = 2p%/ ;p(:)y—p :Zp@—p :2—y<:)lnp:21ny+ln01
dy dy D Y

d
p=Cf = (0= 1y0)=2) G =22y =2 = U = 2us

1
—— =2 C 0)=1) Cy=-1 = .
< ” v+ Cy = (y(0) =1) G Y= 19,
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6.2.2 Linearne diferencijalne jednadzbe drugog reda sa konstant-
nim koeficijentima

Opd¢i oblik linearnih diferencijalnih jednadzbi sa konstantnim koeficijentima
glasi
y" +ay’ + by = f(x), a,b € R.

Prvo rjesavamo homogenu (nepotpunu, prikra¢enu) diferencijalnu jednadzbu:
y" +ay + by = 0.

Rjesavamo karakteristicnu jednadzbu 72 +ar +b = 0. Ako je r; # r, € R
imamo
y = Clerlm + 0267’290’

a ako jer =r; =ry € R tada je
y = Cre"™ + Chxe™™.
Za 112 = a £ i imamo
y = e**(Cy cos fx + Cysin fz).

Zadatak 145 Odredite opce rjesenje diferencijalne jednadzbe y'+3y' —4y =
0.

Rjesenje:
P 4+3r—4=0=r =1, rp=—4=y=Ce" + Che .
O
Rjesenje nehomogene (potpune) jednadzbe je oblika y = yo + Y, gdje je
Yo rjeSenje pripadne homogene jednadzbe, a Y je partikularno (bilo koje)

rjeSenje. Partikularno rjesenje se odreduje metodom neodredenih koeficije-
nata u sljede¢im slucajevima:

1. f(x) =erP,(x)

Ako k nije nultocka karakteristi¢ne jednadzbe tada je Y = e**Q,(z), a
ako je k nultocka karakteristi¢ne jednadzbe tada je Y = 2"e**Q,(x) (r
je kratnost nultocke).

2. f(z) = e™[P,(x) cosbx + @, sin bx]

Ako a + bi nije rjeSenje karakteristicne jednadzbe imamo

Y = e*[S)(x) cos bx + T)(x) sin bx]
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gdje je | = max{n,m}. Ako je pak a £ bi rjeSenje karakteristi¢ne
jednadzbe imamo

Y = xze®[S)(x) cos bx + Tj(z) sin bx].

Zadatak 146 Odredite opce riesenje diferencijalne jednadzbe y" —2y' +y =
xe®. Odredite ono rjesenje koje zadovoljava poéetne uvjete y(0) =0, 3/ (0) =
1.

Rjesenje:
P —22r+1=0=r=ry=1=yy= Cie” + Coxe®,
k=1=Ry =1 =Y =2’"(Az+B) = Y' = ¢*(3A2*> + Bx* + Az + 2Bx)

1 1
Y" = e"(6Ar*+ Ba®+ Az’ +4Bx+6Ar+2B) = A = it B=0=Y = 69336””

1
=y = Cre” + Coze” + 63536“.

Time je dobiveno opce rjeésenje. Odredimo sada C; i Cy tako da je y(0) =0
i y/(0) = 1. Uvrstavanjem x = 0 u opée4 rjesenje dobije se:

Deriviranjem opceg rjesenja dobije se

1 1
y = Coe” + Coze” + 51’26”6 + 6:5369”,

sto uvrstavanjem x = 0 daje

Time je dobiveno partikularno rjesenje koje zadovoljava nevedene pocetne
uvjete:
— T + lx?)ex
Yy = xe 5 :
0

Zadatak 147 Odredite opée rjesenje diferencijalne jednadzbe y'+y = xsinz.
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Rjesenje:
r2+1:O:>r172:ii:>oz:0, B=1=yy=Cicosx+ Cysinzx,
a=0,b=1=Y =z[(Az+ B)cosz + (Cx + D) sinz]
=Y’ = 2Ax cos -+ B cos x+2Cx sin x+D sin x— Ax? sin x — Bz sin x+C? cos x4+ D cos x

=YY" = 2Acosx —4Axsinx — 2Bsinx + 2C sinz + 4Cx cos x

+ 2Dcosx — Az’ cosx — Cx’sinx — Brcosz — Drsinx

4 4 4

. 1, I .
:>y:C’1(:os:U+cgsmx—Z:c cosa:+1xs1nx.

1 1 1 1
= A=—- D=-, B:C:0:>Y:x(——xcosa:+zlsinx)

O
Kako linearne diferencijalne jednadzbe najcesée opisuju vremenske procese
(raspade materije, titranja, difuzije, Sirenje topline itd.) u primjeni se ¢esce
javlja nepoznata funkcija © = x(t) od vremenskog parametra t.

Zadatak 148 Odredite opée rjesenge diferencijalne jednadzbe x”"+x = tsint.
Rjesenje:
r2+1:0:>r172:j:i:>a:0, 6 =1= x9=Cicost+ Cysint,
a=0,b=1= X =t[(At+ B)cost + (Ct + D) sint]
= X' = 2At cost+B cos t+2Ct sin t+D sin t— At* sin t — Bt sin t+Ct* cos t+Dt cos t

= X" = 2Acost —4Atsint — 2Bsint + 2C'sint + 4Ctcost
+ 2Dcost — At?cost — Ct?sint — Btcost — Dtsint

1 1 1 1 .
:>A:_Z’ D:ZL’ B:CzOéth(—ZtCOSt—FZSIDt)

1 1
= x=Cjcost+ Cysint — Zt2cost+ Ztsint.

O
Napomena: U trazenju partikularnog rjeSenja postupak se ponekad moze
skratiti ako desna strana jednadzbe ima svojstvo parnosti i neparnosti a lijeva
strana ne sadrzi y’. U gornjem primjeru desna strana jednadzbe je parna
funkcija, pa i partikularno rjesenje trazimo mu obliku parne funkcije (lako
se vidi da je derivacija parne funkcije parna funkcija, a derivacija neparne
funkcije parna funkcija)

X = At?cost + Ctsint.
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Zadatak 149 Odredite opce rjesenje diferencijalne jednadzbe y"+3y' +2y =
2e " +4e " cosx.

Rjesenje:
P43r+2=0=>r=-2, rp=—1=yy=Cre 2 + Che ™,
Y = Aze ™™ + Be Fcosz + Ce *sinz
=Y =Ae ™ — Aze® — Be “cosx — Be “sinxz — Ce “sinx + Ce “cosx
=Y"=-24e" 4+ Aze * +2Be *sinx — 2Ce * cosx
=A=2 B=-2 C=2=Y =2z " -2 “cosx + 2¢ “sinx

=y = Cre % 4+ Che ™ + 2xe™® — 2e ®cosx + 2 “sin .
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